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COURS 

D'ANALISE 
L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE. 

PREMIÈRE PARTIE. 

CALCUL DIFFÉRENTIEL. 

CHAPITRE [ 

VARIABLES RÉELLES. 

I. — Limites. 

4. L'objet primitif de l’Arithmétique est l'étude des 

nombres entiers. 

Pour pouvoir exécuter, dans tous les cas, la résolution 

des équations du premier degré, on a dû étendre cette pre- 

mière conception, par l'introduction des nombres négatifs et 

des nombres fractionnaires. On obtient ainsi l’ensemble des 

nombres rationnels. 

La résolution des équations de degré >> 1 exige de nou- 

velles généralisations. Les principes sur lesquels elles repo- 

sent sont intimement liés à ceux du Calcul infinitésimal, et 

nous devons les exposer brièvement, 

J. — I. 1 
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2. NomBres IRRATIONNELS. — Soient À et B deux sys- 
tèmes de nombres rationnels jouissant des propriétés sui- 

vantes : 

1° Tout nombre de B est plus grand que tout nombre 

de A: 

2° On peut toujours déterminer dans À et B respecti- 

vement deux nombres a et b, tels que l’on ait 

b—a<eEe, 

quel que soit le nombre positif e, donné a priori. 

Ces hypothèses admises, les nombres (rationnels) pour- 

ront se répartir en trois classes : 

La première À contiendra tous les nombres inférieurs à 

quelqu'un des nombres de À ; la seconde, tous les nombres 

supérieurs à quelque nombre de B; la troisième ©, ceux qui 

ne sont ni inférieurs à un nombre À, ni supérieurs à un 

nombre B. 

Il est impossible que cette classe © contienne deux nom- 

bres différents c et c' << c. On aurait, en effet, quel que fût 

le choix de a et de b, 

=) [4 = + MERS = ! 

SRE RENE d’où b—a=c—c, 

résultat contraire à notre seconde hypothèse. 

Elle peut contenir un nombre unique € (ce cas se présen- 

tera, par exemple, si l’on prend pour A l’ensemble des nom- 

bres > c, et pour B l’ensemble des nombres < c). 

Mais il peut arriver aussi qu’elle n’en contienne aucun (on 

sait qu'il en sera ainsi si l’on prend pour A la suite des 

réduites de rang impair, pour B celle des réduites de rang 

pair d’une fraction continue illimitée). 

Nous ferons disparaître cette distinction, en disant que, 

dans le second cas, il existe encore un nombre c plus grand 

que tous les & et plus petit que tous les 15, mais que ce 

nombre est &rrationnel. 

L'ensemble des nombres ainsi obtenus, tant rationnels 

qu'irrationnels, constitue le système des nombres réels, 
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Chacun de ces nombres est défini, comme on le voit, par 

la connaissance des nombres rationnels qui sont plus petits 

que lui, et de ceux qui sont, au contraire, plus grands que 

lui. 

3. Si un nombre rationnel r est plus petit (plus grand) 

qu'un nombre réel c, il est clair, d’après nos définitions, que 

tout nombre rationnel 7’ plus petit (plus grand) que r sera 

a fortiort plus petit (plus grand) que c. 

Mais on peut démontrer qu'il existe, en outre, une tnfi- 

nité de nombres rationnels compris dans l'intervalle de r 

dc: 

En effet, si c est rationnel, tous les nombres 7 + m(c— 7), 

où mn est une fraction quelconque comprise entre o et 1, sa- 

üsfont à cette condition. 

Si c est irrauonnel, supposons, pour fixer les idées, c>r. 

Soient À, B les deux systèmes de nombres rationnels qui 

déterminent c. Tout nombre rationnel appartient, par hypo- 

thèse, à l’une des deux classes 4 et 15, définies comme c1- 

dessus. 

Le nombre r°<c appartient à la classe À. Il est donc 

moindre qu’un nombre & du système À. Ce nombre & étant 

plus petit que tous les B n'appartient pas à la classe 15 : c’est 

donc un nombre &. Donc il est moindre qu’un autre nombre 

a, du système À. Continuant ainsi, on obtiendra une suite 

infinie de nombres rationnels croissants r, a, a, ..., et 

tous < c. 
On dira qu’un nombre réel c est plus grand qu'un autre 

nombre réel c’, s’il existe un nombre rationnel 7 qui soit < c 

et => c’. Dans ce cas, tous les nombres rationnels, en nombre 

infini, compris entre c et r, ou entre r et c’, jouiront de la 

même propriété. | 

Il est clair que, ac>c'etc'>c"’,onaurac > c”. 

Enfin, entre deux nombres rationnels quelconques r et 

r + e, il existe nécessairement un nombre irrationnel (et, 

par suite, une infinité), 
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Soit, en effet, c un nombre irrationnel défini par les deux 

systèmes de nombres rationnels À et B. On peut déterminer 

dans ces systèmes deux nombres & et b, dont la différence 

soit €, et comprenant entre eux le nombre c. 

Soient A,, B, les deux systèmes obtenus .en ajoutant la 

constante 7 — «a à tous les nombres de À et de B. Il est évi- 

dent que ces nouveaux systèmes ont les qualités requises 

pour définir un nouveau nombre irrationnel, compris entre 7' 

et 7 HE. 

Un nombre réel c sera dit positif, s’il est > o (auquel cas 

il sera encore supérieur à une infinité de nombres rationnels 

positifs); négatif, s'il est < o. 

Les inégalités 
b—a>o, b—a<es 

pouvant s’écrire ainsi 

(A) CE 0) ONE AR) ER SRE 

on voit qu'à tout nombre réel c, défini par le système des 

nombres & et celui des nombres D, correspond un autre 

nombre de signe opposé, défini par le système des nombres 

— b et celui des nombres — &. Nous désignerons ce nombre 

par — c. On aura, d'après cette définition, 

— (—c)—c. 

4. Il nous reste à généraliser la définition des opérations 

de l’Arithmétique, pour les rendre applicables à tout nombre 

réel. 

Soient c, c’ deux semblables nombres, définis respective- 

ment par les systèmes À, B; A’, B'. Soient a, b; a’, b' des 

nombres pris respectivement dans ces systèmes ; on aura 

b+b'> a + a. 

Mais, d'autre part, on pourra choisir &, b, a!, b' de telle 

sorte qu'on.ait 

AT b'— a <=: 
2? F4 

d’où | 
b+b—(a+a)<e. 
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Le système des nombres a + a! et celui des nombres 

b + b! définiront donc un nombre réel, que nous appelle- 

rons C + C!. 

: De même, le système des nombres b — 4! et celui des 

nombres a — b' définiront un nombre, que nous appelle- 

rons C — C/. 

On a évidemment, d’après cette définition, 

c+c=c +0, cC—c'—c+(—c). 

La soustraction est d’ailleurs l’opération inverse de l’addi- 

tion, de telle sorte que le nombre (c—c')+c'—c, n'est 

autre que €. Pour le montrer, nous prouverons que tout 

nombre rationnel > c est => c,, et réciproquement. 

Les nombres >> c sont ceux qui sont plus grands que l’un 

des nombres b, les nombres >= c, ceux qui sont plus grands 

que l’un des nombres b — a!+ b. 

Or, tout nombre x > b — a! + b! est a fortiori > b, car 

=. | 

D'autre part, si æ>>c, on pourra déterminer entre x 

et c une infinité de nombres rationnels encore > €. Soit 

x — © — b l’un d’eux; on aura 

bia 

si l’on choisit 4/ et b' de telle sorte que b'— a! soit < 8. 

9. Pour définir la multiplication et la division, nous sup- 

poserons d’abord c et c’ positifs. 

Soient &, x des nombres fixes choisis d'avance arbitrai- 

rement parmi les nombres positifs contenus dans les systèmes 

À, À"; 6, $/ des nombres fixes (nécessairement posiufs) choi- 

sis d'avance dans les systèmes B, B'; «, b, «',b' des nombres 

positifs à choisir dans ces mêmes systèmes; on aura tou- 

jours | 

bb'> aa’, FRS 
«a 
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Mais on peut, choisir ces nombres de telle sorte que l’on 

ait ; 

b—a<ûù, DEA ED, 

Ô étant une quantité à déterminer ultérieurement. 
Il est d’ailleurs permis de supposer, en outre, que a et b 

sont contenus dans l'intervalle de « à $, a! et b! dans l’inter- 

valle de &’ à f/. En effet, a, par exemple, est sûrement < £$. 

S'il est <a, on aura b — ax << b— a<Ô. On pourrait donc 

substituer & à a, tout en maintenant l'inégalité demandée. 

Cela posé, on aura 

bb'— aa'<(a+0)(a + à) — aa! 

<(a+a')d + d<(6 + B')0 + 0?, 

GEO QU PLAT BU OEOr 
a b! a'b' œ'? Ë 

Si donc on détermine à de manière à satisfaire à la fois 

aux inégalités 

€ a'?E 
0 < 1, d < D ES Bi 1 

on aura 

bb'— aa <(B+B'+1)d<e, 

b a _(B+B'+1)d 

a DÉS Ne NC 
Le système des nombres aa’, joint à celui des nombres bb!, 

; l'ile. LE S b 
et le système des nombres 7 Joint à celui des nombres —, 

a 

définissent donc deux nombres réels, que nous désignerons 
LS 

respectivement par cc et —: 
C 

La division ainsi définie est l'inverse de la multiplication. 

Pour l’établir, il faut prouver l'identité des deux nombres 

C | 8 ; 
—c'—c, etc, en montrant que les nombres rationnels supé- 
D 

rieurs à l’un le sont à l’autre, et réciproquement. 

Soit æ un nombre >> c,. Il sera, par définition, plus grand 

| 

1 - 

L 

L 
d 

4 

l 

RS LS Sn me dd à > à: 
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| | b RO 
qu’un des nombres mr Ù" et, a fortiori, plus grand que le 

_ nombre b:; il sera donc >> c. 

Réciproquement, si x > c, il existera un autre nombre 

rationnel æ — e encore plus grand que c, c’est-à-dire plus 

grand qu'un nombre b. Or on peut déterminer, quel que 

soit à, a' et b' de telle sorte que l’on ait b'< a! + à, d’où 

26 ARE B9 
a! 

: de ; œ'E b 
Si l’on choisit à moindre que me on aura £ > 0". Donc 

D Ci: 

Pour étendre la définition de la multiplication et de la 

division au cas où l’un des deux facteurs, ou tous les deux, 

sont négatifs, on appliquera la règle des signes. Enfin on 

admet qu’un produit est nul, si l’un des facteurs est nul. 

On voit, sans aucune difficulté, que les opérations ainsi 

généralisées, appliquées à des nombres rationnels, donnent 

les mêmes résultats que les opérations ordinaires, et que les 

règles du calcul algébrique subsistent sans aucun change- 

ment. 

6. On nomme valeur absolue ou module d’un nombre 

réel c ce nombre lui-même, s’il est positif, le nombre — 6, sic 

est négatif. Ce module se désigne souvent par la notation |c|. 

On a évidemment 

[al|b|—=|abl, 

Mel | celte 0 EcRltal+lrel+ fc 

1. Soient A, B deux systèmes de nombres réels tels 

1° que tout nombre B soit plus grand que tout nombre A; 

2° qu’on puisse toujours déterminer dans À et B deux 

nombres a et b tels que b—a soit >. Il existera un 

nombre réel unique c tel que l’on ait constamment 

DEC 

Soient, en effet, A le système des nombres rationnels 
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inférieurs à l’un au moins des nombres A; B’ le système 

des nombres rationnels supérieurs à l’un au moins des 

nombres B. Les nombres B' seront plus grands que les 

nombres A’. 

D'autre part, déterminons dans À et B deux nombres a 

€ | 
et b tels que b — a < 3° On peut déterminer deux nombres 

3 En : £ 
rationnels comprenant & et dont la différence soit < 5° Le 

plus petit a! de ces deux nombres appartient à A’, et l’on a 

PER, ee 
<. 

On peut de même déterminer dans B’ un nombre b! tel que 

E À 
b'— b soit < 3° On aura, par suite, 

b'— dE: 

Les systèmes A’, B' étant formés de nombres rationnels 

déterminent un nombre réel c plus grand que tous les a’ et. 

moindre que les D’. Ce nombre satisfait aux conditions re- 

quises. En effet, s’il était moindre qu’un nombre à de À, 1l 

existerait entre & et c des nombres rationnels a! plus grands 

que c, contrairement à la définition de c. S'il était plus grand 

qu'un nombre b de B, on arriverait à une contradiction ana- 

logue. | 

On voit d’ailleurs, comme au n° 2, que le nombre c est 

unique de son espèce. 

8. Limites. — Soit x une quantité variable, à laquelle on 

donne successivement une suite illimitée de valeurs æ,, ..., 

Zn, ...… On dit que la suite x, ..., Æn, ..., ou, d'une ma- 

nière plus abrégée, la variable + tend ou converge vers la 

lemite c si, pour toute valeur de la quantité positive e, on 

peut assigner un entier y, tel que l’on ait 

Lrn— c|<e 

pour toutes les valeurs de n supérieures à y. 
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La variable æ ne peut tendre à la fois vers deux limites 

différentes c et c'; car on a 

d’où 
[c'— c£læi—c|+læs—c'|. 

Donc, quel que soit », l’un au moins des deux modules 

[æn— ct, [æxs—c| 

sera au moins égal à +|c'— c|. 
Il importe de transformer la définition précédente, de ma- 

nière à pouvoir prouver l'existence d’une limite, lors même 

qu'on ne serait pas en mesure de la déterminer. 

9. Taéorime. — Pour que la suite x, ..., %n, ... tende 

vers une limite, il faut et il suffit qu'on puusse trouver une 

Suile &y, ..., €», ... de nombres positifs non croissants, 

ayant pour limite zéro, et tels que l’on ait, pour toutes 

les valeurs des entiers positifs net p, 

| LT Ln+p | En. 

PHnposons énveltet/ que larsuile 7, ("27 

tende vers une limite c. Soient Ô,, ..., 0m, ... une suite de 

nombres positifs décroissants ayant zéro pour limite. On 

pourra, par hypothèse, déterminer pour chaque valeur de m 

un enter y» tel que l’on ait constamment, dès que » est 

> Ym 

[ta —c| < El 

et, par suite, 

[Ta Zn+p|< | Tn— C| + Tarp— CITÔme 

SI ATV, Mais ? +p >> y, On aura d’autre part 

[La — Lrrp|zlÆn— Cl +Tarp— c|Ie +30, 

e désignant la plus grande des quantités [x —c|, ..., 

[æ,,— c|. 
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Enfin, si ñ et n +p ne sont ni l’un mi l’autre > v,, on 

aura 

[Ta — Ln+p El Tr — c| +|Turp—c|z2e. 

Définissons maintenant une suite de quantités positives 

En Em e ce DATES TELATIONS 

En — 26 + 0, SL 

En — PR S1 Vm < BEN ni 

On aura constamment 

| Tr — ln+p | Z En* 

D'ailleurs les quantités e, forment une suite non croissante, 

et €» tend vers zéro quand nr tend vers 0. Car on peut 

prendre m de telle sorte que à soit moindre qu’une quan- 

uté quelconque e, et il suffira de prendre ensuite n > y» 

pour être sûr d’avoir 
| Ph TOME 

2° Réciproquement, supposons qu’on ait pu déterminer 

une suite €, ..., €», ... de nombres positifs ayant pour 

limite zéro, et tels que l’on ait, au moins pour les valeurs 

de » qui surpassent un nombre fixe m, 

(1) POESIE R ER | En) 

et proposons-nous de démontrer que la suite æ4, ..., æy, .… 

tend vers une limite. 

Désignons par à, la plus grande des quantités 

Fm41 Emi .., Ty — Ey, 

par b, la plus petite des quantités 

PE EN DE A EN D LEE AU EE 

on aura évidemment 

dy > Aus by Vu, Si V> 1. 
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D'autre part, l'inégalité (1) peut s’écrire 

m'Eéns Th — Th+p TS En) 
9 A 

d’où 
Tr — En < Tn+p ES LTnT En. 

Supposons 2 Zy et changeons dans cette équation p en 

p+y—n; elle devient 

Tri Ën < Lytp < Ln + En) 

et, comme elle a lieu pour les valeurs nr = m+1,...,v, on 

en déduit 

# 

<< Lytp b,. 

Plus généralement, u et y étant deux entiers positifs quel- 

conques >> m#, et À le plus grand des deux, on aura, par la 

combinaison des inégalités ci-dessus, 

y, z AUX D < b,. 

Donc, tout nombre b est plus grand que tout nombre a. 

Mais on a, d’autre part, 

by— ay E(Ly+ y) — (Ty — EE) 26, 

quantité qui peut être rendue << € en prenant y assez grand. 

Donc les deux systèmes de nombres a et b déterminent 

un nombre c. Ce nombre et le nombre x,,, étant tous deux 

compris entre &, et b,, on aura 

nÉ 

lavp—c|<e, 
ce qui est précisément la condition pour que les quantités z 

convergent vers C. 

10. Corozrame. — S£ les quantités x, sont telles que 

l’on ait toujours 
T n-+1 st Th) 

elles tendront vers une limite c ou crottront de manière 

à surpasser finalement toute grandeur donnée E. 

En effet, supposons en premier lieu que, pour toute valeur 
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de la quantité positive à, on puisse déterminer un entier y 

tel que l’on ait constamment 

Ly+p — Ly< Ô, 

quel que soit p. 
Donnons à à une suite de valeurs Ô,, ds, ... convergeant 

vers zéro; soient y1, Yo, ... les valeurs correspondantes de y. 

Soit, d’autre part, n un nombre 5 vx mais < yx:4. On aura 

le ana T n+p | — Ln+p— Th ZTn+p Ee Lyys 

MES aa et, si l’on pose 7 + p = y;+ q, 

; N 

| Tr Ln+p | se Lyg+q — Ty < 0%. 

Si donc on définit les quantités &,,, ..., y, ... par la con- 

dition 
En — 0 quand Ve NS pi 

on aura 

| Lan Ln+p | << En. 

Les quantités e,, ainsi définies, convergeant vers zéro, les 

quantités +, tendront vers une limite. 

Supposons, au contraire, qu'il existe une quantité à pour 

laquelle il soit impossible de déterminer une quantité y cor- 

respondante. On pourra, quel que soit 7, déterminer un 

nombre ñn + p = n, tel que x,, — æ, soit au moins égal à 0. 

Nous pourrons donc déterminer une suite illimitée de 

nombres 1, 74, A2, ..., x, ... tels que l’on ait 

Ln, — L150, Dr On is D .…., 
1 

d’où 

Ce nombre deviendra plus grand que le nombre donné E 
à RE u , E— 2x, 

dès que Æ sera supérieur à ———- 
Ô 

11. Sc la variable x tend vers la limute c, — x tend 

vers la limite — c. 



VARIABLES RÉELLES. 13 

Cette proposition est évidente; car on a 

; [æ—c|=|—-x+#c : 

Si donc on a pour n > y 

[æi—c|<e, 

on aura en même temps 

|[—æ+cl<e. 

12. St la variable x tend vers une limite c différente 
F I : é ll 

de zéro, — tendra vers la limite nt 
T 

= à Fr 

Posons, en effet, x, — c —6,; on Aura 

I 

ln 

a | - en _ RE 

ete+E)| elle +&i<Tel(el—1é&p) 

quantité qui deviendra <e, dès que n sera devenu assez 

grand pour qu'on ait 

IcPe 
SR an etat 

Si æ tend vers la limite zéro, on pourra, quelle que soit la 

quantité positive E, déterminer un nombre y tel que l’on ait, 

pour toute valeur de nr plus grande que », 

mp 
CAT 

re Lee F d’où 00 07 

F : < 3 

Donc — ne tend vers aucune limite. Nous conviendrons tou- 
4 

tefois de dire qu’il tend vers «. 

Si, en tendant vers @, æ reste à partir d’ un certain moment 

constamment positif, on dira qu'il tend vers +. S'il reste 

constamment négatif, il tendra vers — . 

13. Soient x, y deux quantités variables simultané- 

ment, et prenant respectivement les suites de valeurs x,, 

Vi5 5 Tny Ya; ... St x, y tendent respectivement vers 
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des limites finies c, d, x+y et xy tendront vers les 

limites c + d, cd. 

Posons, en effet, 

Dh C— Ep: Yn — À = Mn. 

On pourra, par définition, quelle que soit la quantité posi- 

tive à, déterminer deux quantités v, et »», telles que l’on ait 

REA SLI Ur 

rate Or si n > Vo, 

et, par suite, 

lEn | < 9, MAD, Si A > v, 

y désignant la plus grande des quantités v, et ve. 

Cela posé, on a 

lru+Yn—(c+d)|=lEi+nnlzlEl+nn| < 20, 

[En Yn— Cd| =] Cna+ dé, + rfi) 

z IclInal+|d||él+lélinrl 
<|c|d+]|d|ù+ 0. 

Les seconds membres de ces inégalités seront 'e si l’on 

détermine l'arbitraire Ô de telle sorte qu’on ait en même 

temps 

N N N E 

RES Ge Cr El BAT £a 

Notre proposition est donc démontrée. 

Si æ tend vers æ, y continuant à tendre vers une limite 

finie d, on pourra, de même, quelles que soient les arbi- 

traires E/ et à, déterminer un nombre » tel que l’on ait 

| Th | C2 E’, Ya» re d| a 0, si ñ D y, 

d’où 

[Ln + Ynl=|Xn+ Yn—d+d|S|xil —|yr— d| TE | d| 

>E'—-0—]4I>œE, 

si l’on choisit E’ plus grand que E+à +14]. Donc, dans 
ce cas, æ + y tendra vers oo, 

Mit ie Z D ft : 
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Le produit æy tendra aussi vers æ, si d n’est pas nul. En 

effet, choisissant pour à une quantité < ||, on aura 

Pad (Yr Ah 

[215120 

[ænJn|>E(Id|—0)>E, 

d’où 

et enfin 

E 

MAL 
Si y tendait vers zéro, en même temps que æ vers w, on 

si l’on choisit E’ plus grand que 

ne pourrait rien affirmer & priort. 

Supposons enfin que x et y tendent tous deux vers œ. On 

ne pourra rien affirmer @ priori sur la somme x + y. Mais 

le produit tendra évidemment vers oo. 

14. De la combinaison des résultats qui précèdent on 

déduit immédiatement la proposition suivante : 

- Soit R(x,y,...) une expression rationnelle quelconque 

des variables x, y, .... St ces variables tendent simulta- 

nément vers les limites c, d, ..., R(x, y,...) tendra vers 

Malimite RC, d, ...). 

Ce théorème est toutefois soumis à cette restriction que la 

suite des opérations indiquées pour calculer R, connaissant 

ZÆ, Y, ..., puisse s’exécuter effectivement pour les valeurs 

Particulières DEC d! 

S1 donc parmi ces AVE RCE figurent des divisions, 1l Ci 

que le diviseur ne soit pas nul. 

15. L’Arithmétique et l’Algèbre comportent quatre opéra- 

tions fondamentales : addition, soustraction, multiplication 

et division. On peut en concevoir une cinquième, consistant 

à remplacer une quantité variable par sa limite. C’est l’intro- 

duction de cette nouvelle opération qui caractérise le Calcul 

infinitésimal, 
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16. Ixrinimenr PETITS. — On donne le nom d’én/finiment 
petit à toute quantité variable qui tend vers zéro; celui d’én- 

finiment grand à toute quantité variable qui tend vers . 

L'inverse d’un infiniment petit sera donc un infiniment 

grand, et réciproquement. 

La suite des valeurs æ,, ..., æy, ..., qu’on assigne succes- 

sivement à un infiniment petit æ, doit avoir, par définition, 

zéro pour limite; on peut ne la soumettre à aucune autre 

restriction. Mais on peut aussi, si l’on veut, l’assujettir à 

d’autres conditions : stipuler, par exemple, que ces quan- 

tités seront positives, ou rationnelles, etc. Sauf ces restric- 

tions, qui devront être spécifiées dans chaque cas, on devra 

la considérer comme arbitraire. 

17. Deux infiniment petits +, y seront indépendants, 

s’il n'existe aucune corrélation obligatoire entre les valeurs 

La 8 rire elPis0 Ya. qu'on leur attribue ee es 

tivement. 

Au contraire, s'ils sont liés de telle sorte que, zh étant. 

connu, On puisse en déduire y,, on dira que y est un infini- 4 

ment petit dépendant de x. Cette dépendance sera, en 

général, réciproque, de telle sorte que, y» étant connu, +» 

pourra s’en déduire. 

Deux infiniment petits +, y étant ainsi liés, on dira qu’ils 

sont du même ordre, si, lorsque x tend vers zéro, . a pour 

limite une quantité constante c différente de 0; y sera 

d'ordre plus élevé que x, si : a pour limite zéro; il sera 

d'ordre moindre, si . tend vers co. 

On peut, dans la plupart des cas, préciser cette notion, en 

mesurant par un nombre l’ordre de grandeur d’un infiniment 

peut. On pourra dire, en effet, que y est d'ordre & par rap- 

port à æ, si le rapport sk tend vers une limite finie et diffé- 
F 

rente de zéro, lorsque x tend vers zéro. 
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D’après cette définition, une quantité y qui tend vers une 

limite finie sera un infiniment petit d'ordre zéro; un infini- 

ment grand y tel que yx* tende vers une limite finie et dif- 

férente de zéro sera un infiniment petit d'ordre — «. 

Dans toute question où figurent plusieurs infiniment petits 

æ, Y, 3%, ... dépendant les uns des autres, on pourra choisir 

arbitrairement l’un d’eux comme étalon de mesure. Cet 

infiniment petit principal, x, par exemple, étant considéré 

comme ayant pour ordre de grandeur l’unité, y, 3,... auront 

des ordres de grandeur représentés respectivement par des 

nombres x, 6, .... 

Le même procédé de comparaison serait applicable à des 

infiniment grands. V 

18. Soient y un infiniment petit d'ordre #; À la limite 

ns vers laquelle tend na quand x tend vers zéro. On aura 

JT A +R, d’où VENISE RE, 
> 

h tendant vers zéro avec x. 

Le premier terme Ax% se nomme la valeur principale 

de Y. Il représente cet infiniment petit avec une erreur rela- 

tive qui décroît infiniment avec x. | 

Si l’on veut ne pas se contenter de cette première approxi- 

mation, on aura à déterminer la valeur principale du reste. 

Soit Bx cette valeur principale; nous aurons une seconde 

valeur 
y =Axzt+ Brf 

approchée jusqu’à l’ordre 8. On chercherait de même, sil 

était utile, la valeur principale du reste, et ainsi de suite. 

La détermination des valeurs principales des infiniment 

peuts et leur développement en série suivant les puissances 

. de l’infiniment petit principal, qui en est la conséquence, 

formeront en grande partie l’objet de la première Partie de 

ce Cours. 

PA à x 
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La solution de ce problème fondamental fournit une mé- 

thode d’approximation précieuse dans toutes les applications 

des Mathématiques; mais là ne se borne pas son utlhté : elle 

permet d'obtenir des résultats d’une entière rigueur, fondés 

sur la proposition suivante. 

19. Le rapport de deux infiniment petits du méme 

ordre, y et z, ayant respectivement pour valeurs princt- 
LUE | 

pales Axt et Bz* a pour limite G' 

On a, en effet, 

J=x"{(A+h), 5 —=a%(B+k), 

h et Æ tendant vers zéro avec x. Donc 

PAT ATEN TE ALU 
lim = lim SNA UE 

II. — Ensembles. 

20. Soient x, y, ... des quantités variables; nous appel- 

lerous potnt un système de valeurs simultanées @&, b, 

donné à ces variables; écart de deux points p = (a, b,...) 

et pe {(a,.bt20 d'expression 

w 

pp'=|a'—-al+]|b'—b|+.... 

Si cet écart est nul, les deux points coïncident, et récipro- 

quement. | 

On dira que le point p — = (a, b,...) est la limite d'une 
+4 

suite de points 

DELA Ta UE à HEURE rs ce JS ess 

si l’écart pp, a pour limite zéro lorsque À croît indéfiniment, 

ce qui revient à dire que Th ns... Ont respectivement pour : 

Hits LD, EU 
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On nomme ensemble toute collection de points, en 

nombre fini ou infini. Un ensemble aura autant de dimen- 

sions qu'il figure de variables x, y, ... dans la définition de 

ses points. 

On nomme point limite d'un ensemble E tout point qui 

est la limite d’une suite de points de E. Le système de ces 

points limites forment un nouvel ensemble E’, qu'on appelle 

le dérivé de E. 

Considérons, par exemple, le cas d’une seule dimension. 

D'après les définitions précédentes, l’ensemble des nombres 

entiers n’a pas de point limite. 

_ Celui des fractions #, !, t, ... a un point limite x — 0. 

Celui des nombres rationnels >> & et << b a pour dérivé 

l’ensemble des nombres réels 5 a et z b. 

Ce dernier se confond avec son dérivé. 

On voit par ces exemples qu’un ensemble E peut contenir 

des points qui n'appartiennent pas à son dérivé F, et réci- 

proquement. 

Si un point p —=(a,b,...) appartient à E sans appartenir 

à E’, on pourra, par définition, trouver une quantité & telle 

que tout autre point de E soit écarté de p de plus de e. On 

dit dans ce cas que p est un pornt isolé dans E. 

21. Nous appellerons ensemble parfait tout ensemble 
qui contient son dérivé. 

Un ensemble E/, dérivé d’un autre ensemble E, est neé- 

cessairement parfait. 

Soit en effet x un point limite de E’. On pourra, par hypo- 

thèse, déterminer dans E’ un point p' tel que l'écart p'r 

: ë SES RE 
Soit <T —- D'autre part, p! étant un point limite de E, on 

pourra déterminer dans E un point p tel que l'écart pp' soit 
E DEA À 

+ Cela posé, soit 

AMC TH ARE À DRE CO D } T4 CHOLET 
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on aura 

pr=|a—al+|b—6|+... 
zla—a!|+la —al+|b—b'|+18 —B|+... 

ZPPHPT<E: 

Donc + est un point limite de E et appartient à FE. 

22. Si l'ensemble E ne contient pas tous les points pos- 

sibles, les points qui ne lui appartiennent pas forment un 

ensemble complémentaire K,. 
Soient respectivement E/, E! les ensembles dérivés de E, 

E,. Tous les points de l’espace pourront être répartis en 

trois classes : | 

1° Ceux qui appartiennent à E, sans appartenir à E;. 

Pour chacun d’eux p on pourra assigner une quantité e telle, 

que tout point dont l'écart à p est Le n'appartient pas à E,, 

et par suite appartient à E. Nous dirons que les points de 

cette classe sont intérieurs à E (et extérieurs à E;). 

2° Ceux qui appartiennent à E,, sans appartenir à E/. Ces 
points seront extérieurs à E et intérieurs à E,. 

3° Enfin ceux qui appartiennent en même temps à l’un 

des ensembles E, E, et au dérivé de l’autre. Ces points con- 

sutuent la frontière commune des deux ensembles E, E,. 

Il existe toujours des points frontières. Soient en effet 

p={(a,;b,...)et r—(2,$,...) deux points quelconques, 

choisis respectivement dans E et dans E,, et soit x un entier 

arbitraire. Considérons la série des points | 

et Ba a b+(B—b), a 

où mn prend successivement les valeurs 0, 1, ..., 2%. Le pre- 

mier point de cette suite est p et appartient à E; le dernier 

est tr et appartient à E,. Soient p, le dernier des points de 

cette suite qui appartienne à E; #, le suivant. On aura 

Pr=[a+t(a— a), b+t,(B— 0), ...], 

Tr—= [au (a—1a), b+u,(B NO) A li 
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tn et un étant deux fractions comprises entre o et 1, ayant 

our différence — et dont la première ne décroît Jamais, et 
P 21 ? 

la seconde ne croît jamais lorsqu'on fait croître n. 

Supposons d’abord qu'il n'existe aucune valeur de » au 

delà de laquelle 4, cesse définitivement de croître ou w, de 

décroître. Les quantités {, et w, tendront vers une limite 

commune Ô, et les points p1, ..., Dr, ... d'une part, mi, ..., 

Fr, -.. d'autre part, auront pour limite le point 

—{[a+60(x— a), b+0(B—b),...1. 

Ce point appartiendra donc à la fois à É’et à E’, et, comme 

il appartient nécessairement à E ou à E,, ce sera un point 

frontuère. 

Supposons, au contraire, qu'à partir d’une valeur y de n, 

tr, par exemple, cesse de croître et reste égal à 4,; un dé- 

croîtra et tendra vers £,; les points ñ,, fy41, ... tendront 

donc vers p,. Ce point appartiendra donc à E; et, comme il 

appartient à E, c’est encore un point frontière. 

23. La frontière F, dont l'existence vient d’être établie, 

constitue un ensemble parfait. 

Soit en effet g un point limite de F; F contiendra une 

suite infinie de points 4, ..., Qn, ... COnVergeant vers g. 

Si parmi eux 1l y en a une infinité appartenant à EetàE, 

leur point limite g appartiendra à E et à E°, dérivés de E et 

de E°. Mais E’, étant parfait, contiendra son dérivé. Donc q 

appartiendra à la fois à E7 et à E°, et, comme :1l appartient 

nécessairement à E ou à E,, ce sera un point frontière. 

Si, parmi les points g1, ..., Qny «.., 11 n’en existe qu’un 

nombre borné appartenant à E et à E’, les autres, en nombre 

infini, appartiendront à E, et E/, et la conséquence sera la 

même. 

24. Quant aux points intérieurs ou extérieurs, leur exis- 

tence n’est pas nécessaire. Il est évident, par exemple, que 

si l’on prend pour E l’ensemble des nombres rationnels, 
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pour E, celui des nombres irrationnels, il n’y aura aucun 

point qui ne soit contenu dans la frontière. 

Les ensembles parfaits qui contiennent des points inté- 

rieurs présentent un intérêt particulier, et il convient de les 

caractériser par an nom spécial. Nous les appellerons des 

domaines. 

25. Un ensemble E d’une seule dimension est dit borné 

supérieurement (inférieurement), si tous les nombres qui 

le composent sont inférieurs (supérieurs) à un nombre 

fixe L. 

Soient, dans ce cas, F l’ensemble des nombres plus grands 

(plus petits) que tous ceux de E; F, son complémentaire. I] 

existe un nombre frontière M, lequel jouira de la double 

propriété : 1° que E ne contient aucun nombre > M(<M); 

2° qu'il en contient qui sont > M — &(< M +), quel que 

soit le nombre positif & 

Ce nombre M s’appellera la borne supérieure ou le maxi- 

mum (borne inférieure où minimum) de E. Il peut, suivant 

les cas, rester en dehors de l’ensemble E ou lui appartenir. 

On dit, dans ce dernier cas, que E atteint son maximum (son 

minimum). Cette circonstance se présentera nécessairement 

si E est un ensemble parfait. 

Si plusieurs ensembles E,, E,, ... admettent respecti- 

vement des maxima (ou minima) M,, M, ..., il est elair 

que l’ensemble E, résultant de leur réunion, aura pour maxi- 

mum le plus grand (pour minimum le plus petit) des 

nombres M,, M,, ...… 

Si réciproquement on décompose un ensemble E admet- 

tant un maximum (un minimum) M en ensembles partiels E,, 

E>, ..., ceux-ci admettront des maxima au plus égaux à M4 4 

(des minima au moins égaux à M). 

26. Considérons plus généralement un ensemble E à un 

nombre quelconque de dimensions. 4 

Soient (a, b,...), ... ses points. Nous dirons qu'il est 
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borné si l’ensemble de toutes les valeurs dés modules [a 

[db], ... pour ses divers points admet un maximum x. Dans 
ce cas, les nombres @, b, ..., étant compris entre —u et 

“Ne forment un ensemble borné en dessus comme en 

dessous. 

Réciproquement, si l’ensemble des nombres 4, b, 

admet un maximum M et un minimum "1, l’ensemble E sera 

borné, car les modules [a|, [b], ... ne pourront surpasser 

le plus grand des deux nombres [M|, |m|. 

27. Tout ensemble borné qui contient une infinité de 

points admet au moins un point limite. 

Supposons, pour fixer les idées, qu'il s'agisse d’un en- 

semble E à deux dimensions; soient (a, b), ... ses points. 

Soient M et m les deux nombres fixes entre lesquels tous les 

nombres a et b sont compris. 

Partageons l'intervalle M — m en n intervalles égaux. 

Chacun des nombres a, b tombera dans l’un de ces inter- 

valles. Groupons en un ensemble partiel tous ceux des 

points de E dans lesquels & et b tombent respectivement 

dans les mêmes intervalles. Nous obtiendrons ainsi n°? en- 

sembles partiels, dont la réunion constitue E. L'un au moins 

E, de ces nouveaux ensembles devra contenir une infinité de 

points; et si (7,b), (a',b') sont deux de ces points, leur 
M — m 

écart, | a 271 | LES | he. D {, Ne POUTTA SUTPASSET 2 ——— + 
n 

Opérant sur E, comme sur E, on le décomposera en 

ensembles partiels. dont l’un au moins. E,, contiendra une 9 , 29 

M — m 
infinité de points dont l'écart ne pourra surpasser 2 = 

n° 

On opérera sur E, comme sur E,, et ainsi de suite. 

Cela posé, soient 

P: un point choisi à volonté dans E,; 

pe un point différent de p,, choisi à volonté dans E, ; 

p3 un point différent de p, et de p:, choisi à volonté dans E, ; 

et ainsi de suite. 
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Ces points p1, Ps, Ps, ... tendront évidemment vers un 

point limite +. 

28. Nous pouvons ajouter la remarque suivante, qui nous 

sera souvent utile : 

Soit € une quantité quelconque. La suite p,, p2, ... con- 

tent un point p, dont l'écart à r est Le. Soit e, un autre 

E ee 
nombre, moindre que 5 et que les écarts DT, ..., Pat. La 

suite contiendra un point p,, dont l'écart à x sera <e,, et 

l’indice à, sera >. Soit e, un nombre moindre que les 

6 1 
écarts PiT, -.., Pa, et que —; la suite contiendra de même 

2 
un point p,, dont l'écart à 7 sera << e, et a sera > a; et 

ainsi de suite. | 

On obtient ainsi une infinité de points successifs De, Pas 

Pas --- ayant pour limite 7, et tels : 1° que les indices &, «, 

%2, ... aillent en croissant; 2° que l’écart de p4, à 7 soit 

I 
Sr 

ot 

29. Soient E et E’ deux ensembles formés par des points 
de même nature. 

Les écarts des divers points p de. E aux points p! de E’ 

forment un ensemble de nombres non négaufs. Il est donc 

borné inférieurement, et admet un minimum A, positif ou 

nul, que nous appellerons l'écart des ensembles E, E/. Si 

cet écart est => 0, nous dirons que les ensembles E, E/ sont 

séparés. | 

30. Si deux ensembles bornés et parfaits E, E! qui 
n'ont aucun point commun ont pour écart À, ils contien- 
dront au moins un couple de points ayant précisément A 

pour écart mutuel. | 

Soient, en effet, p —{(x,#;4);0..116s pontsedepts 

p'=(x',y'; ...), ... ceux de E/. Associons-les deux à deux! 
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de toutes les manières possibles de manière à former de nou- 

veaux points pp —(x, y,...,x',y',...) dépendant d’un 

nombre double de variables. L'ensemble EE’ de ces points 

sera évidemment borné et parfait. 

Cela posé, si E et FE ne contenaient aucun couple de 

points dont l'écart fût À, ils contiendraient tout au moins 

un couple de points p,, p, dont l’écart serait moindre que 

A—+e, € étant un nombre donné qui peut être choisi à 

volonté. 
, ; F £ 

Soient d l'écart de p, à p', ete, un nombre < d et < + 

On pourra déterminer un nouveau couple de points p:, p, 

dont l'écart soit À + e,. 

Continuant ainsi, nous obtiendrons une suite infinie de 

couples ps, P,3 «..; Puy Pns --. dont les écarts mutuels 
convergent vers À. Les points correspondants p;,p,..., 

PnP, de l’ensemble EF, étant en nombre infini, admettent 
au moins un point limite pp', où les deux points compo- 

sants p, p' auront pour écart A. Mais p est une limite de 

l’ensemble des points p,, ..., Pa, ... qui appartiennent 

tous à E; c’est donc un des points limites de E; et comme 

cet ensemble est parfait, 1l contient p. On voit de même 

que E/ contient p’. Le théorème est donc démontré. 

L'écart A ne peut être nul, car s’il l'était, p et p' se con- 

fondant, E et E/ auraient un point commun contre l’hypo- 

thèse. 

31. Nous disons qu'un ensemble parfait et borné est d’un 

seul tenant lorsqu'il ne peut être décomposé en plusieurs 

ensembles parfaits séparés. 

On voit aisément que le caractère distinctif d’un pareil 

ensemble est le suivant : 

Entre deux quelconques de ses points p, p', on peut 

toujours, quel que soit <, intercaler une chaîne de points 

intermédiaires appartenant à l’ensemble, telle quels écart 

de deux points consécutifs soil <E 
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Cette condition est nécessaire. En effet, supposons que 

pour une valeur donnée de & elle ne soit pas satisfaite. Asso- 

cions au point p d’abord tous ceux des points de E dont l’é- 

cart à p est Le, puis ceux dont l'écart à l’un de ceux-c1 est 

< :, et ainsi de suite. Tous les points ainsi groupés forment un 

ensemble E,. Les autres points de E forment un ensemble E,, 

contenant au moins un point p’, et dont l'écart à E, est Te. 

D'ailleurs chacun des ensembles E,, E, est parfait. Soit, en 

effet, /, un point limite de E,. Il appartient à E, qui est sup- 

posé parfait; d’ailleurs, il existe des points de E, dont il est 

écarté de moins de e&. Donc il appartient à E, et non à F2. 

Soit, d'autre part, Z, un point limite de E,. Il appartient 

à E; et, comme 1l existe des points de FE, qui en sont écartés 

de moins de €, il ne peut appartenir à E, ; donc il appartient 

Ares 

Réciproquement, cette condition est suffisante. En effet, 

supposons E décomposable en deux ensembles parfaits sé- 

parés E,, E:; soient à leur écart, p,, p> deux points pris 

respectivement dans E, et E, ; si on les relie par une chaîne 

quelconque de points intermédiaires, on aura nécessairement 

deux points consécutifs appartenant l’un à E,, l’autre à Es. 

Leur écart est donc =: et la condition de l’énoncé ne sera S0; 

pas remplie, pour les valeurs de e moindres que à. 

2 NUL proposition qui précède entraîne cette conséquence 

évidente : 

Un ensemble E formé par la réunion d’un nombre 

quelconque d’ensembles d’un seul tenant K,, E;, ... dont 

chacun a au moins un point commun avec l’un des précé- 

dents est lui-même d’un seul tenant. 

33. Un ensemble d’un seul tenant EÆ, s’il ne se compose 

pas d’un seul point, se confond avec son dérivé E!. En effet, 

il le contient, par définition. Mais, d’autre part, il y est con- 

tenu. Soient, en effet, p, p! deux points arbitrairement choisis 

dans E.'On peut intercaler entre eux une chaîne de points 
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D, Pa, .…. telle que l'écart de deux points consécutifs quel- 

conques, et notamment celui de p à p,, soit Ze. Soient d cet 

€ À 
écart; e, un nombre < d'et < ne On peut trouver de la même 

manière un nouveau point p: dont l'écart à p soit < e,. Con- 

ünuant de même, on obtiendra une suite infinie de points 

Pi Pas --., Convergeant vers p. Donc, p appartient à E’. 

34. On peut encore remarquer qu’un ensemble E, d’un 

seul tenant et d’une seule dimension, qui contient deux 

nombres donnés aetb, contient tout nombre c intermédiaure 

entre a et b. Soient, en effet, &,, &2, ... une suite de nom- 

bres intermédiaires entre & et c et convergeant vers c; 

b1, db, ... une suite de nombres intermédiaires entre b et c 

et convergeant vers €. On pourra, par hypothèse, intercaler 

entre & et b une chaîne de nombres appartenant à E, et dont 

les écarts successifs soient moindres que b,— a,. L'un au 

moins de ces nombres intermédiaires tombera entre &, et b,. 

Désignons-le par c,. Soit e, l’écart |c, — c|; on peut trouver 

dans les suites &,, a:,... et b,, b:, ... deux nombres @,, 

b,, dont l'écart soit PR R puis déterminer dans Ë un nou- 

veau nombre c©,, tombant entre 4, et b, ; et ainsi de suite. 

Les nombres c,, €,, ... convergent vers c. Donc c est une 

limite de E, et, comme E est parfait, c est l’un de ses points. 

_ Si l’ensemble E est borné. il admettra un maximum M et 

un minimum 2; étant parfait, 1l les atteindra. Il est donc 

formé par le système de tous les nombres réels qui sont = M 

et=m. 

S1 E n’est borné que supérieurement (inférieurement), il 

sera formé par l’ensemble des nombres réels qui sont M 

(qui sont = m). 

S'il n’est borné dans aucun sens, il contiendra tous les 

nombres possibles. 

39. Soit E un ensemble borné, formé des points p, ps, . 

Les écarts de ces points, pris deux à deux, forment un 
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ensemble de nombres positifs qui est borné. Il admet donc 

un maximum d que nous appellerons le diamètre de l’en- 

semble E. 

36. Nous allons chercher, d’autre part, à préciser la no- 

tion de l’étendue de cet ensemble (à laquelle nous pourrons 

donner en particulier le nom de longueur, d’aire ou de 

volume, lorsque le nombre des dimensions se réduit à 1, 2 

ou 3). 

Considérons, pour fixer les idées, le cas de deux dimen- 

sions. Chaque point (uw, e) de E pourra être représenté 
séométriquement sur-un plan dont w et # sont les coor- 

données. Décomposons ce plan, par des parallèles aux axes 

coordonnés, en carrés de côté 7. 

L'ensemble de ceux de ces carrés qui sont intérieurs à E 

forme un domaine S intérieur à E; l’ensemble de ceux qui 

sont intérieurs à E ou qui rencontrent sa frontière forme un 

nouveau domaine S + S/ auquel E est intérieur. Ces do- 

maines ont des aires déterminées que nous représenterons 

également par S et S + S. 

Faisons varier notre décomposition en carrés, de telle 

sorte que r tende vers zéro; les aires S et S + S' tendront 

vers des limites fixes. 

En effet, considérons, par exemple, les aires S. Celles de 

ces aires pour lesquelles r reste au-dessous d’un nombre 

fixe o sont bornées, car elles sont toutes contenues dans un 

même carré de côté M—m+2s, M et m désignant Île 

maximum et le minimum des coordonnées &w, v dans l’en- 

semble E. Soit À leur maximum. On pourra trouver une 

décomposition déterminée pour laquelle S prenne une va- 

leur S, plus grande que À — €. Soit à l'écart entre la fron- 

uère de E et celle du domaine S,. Considérons une autre 
14 , L \ , Ô ’ . 

décomposition quelconque où r: soit < FT L'écart maximum 

de deux points d’un même carré y sera à. Donc tous ceux 

de ces carrés dont un point appartient à S, seront en entier 
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dans l’intérieur de E. Donc le domaine $S contiendra S,, et 

l’on aura 
S 5 À — 8; 

d'autre part, SZA. Donc les sommes S auront bien une 

limite égale à A. 

D'autre part, les aires S + S/, n'étant pas négatives, sont 

bornées inférieurement, et admettent un minimum @. 

Il existera une décomposition déterminée pour laquelle 

S+S prendra une valeur S;+S moindre que a +e. 

Soit à l'écart des frontières de E et du domaine S, + CE 

Considérons une autre décomposition quelconque où 7 soit 

Ô À : , : \ 
"a = Tous les carrés dont un point appartient à E ou à sa 

frontière seront intérieurs à S, + S,. On aura donc 

S+S'ES,+S <a+e. 

D'autre part, S+S'T a. Donc a est bien la limite des 

sommes S + S’. 

Comme on a SH S/=S, a sera au moins égal à A. Do» Le) 

Nous appellerons A l’aire intérieure de E, & son atre PI ; 
extérieure. Si S a pour limite zéro, nous dirons que E est 

quarrable et qu'il a pour aire la quantité a — A. 

37. Soit E/ un nouvel ensemble intérieur à E. L’aire exté- 

neure de E, et «a fortiori son aire intérieure. seront 

moindres que l'aire intérieure de E. Soit, en effet, à l'écart 

des frontières de E et de E’. Si l’on décompose le plan en 
SN 

, A , (9) Ge Be , carrés de côté < >, il est évident que tous les carrés non 
0 

extérieurs à E/, et aussi les carrés adjacents, sont intérieurs 

à E. L’aire intérieure de E surpasse donc l'aire extérieure 

de E’ d’une quantité au moins égale à la somme de ces der- 

niers carrés. 

38. Supposons enfin E formé par la réunion de plusieurs 
ensembles partiels E,, E;, ..., et considérons une décompo- 
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ee NRA du plan en carrés. Soient respectivement 

52 .. les sommes des carrés intérieurs à E, E,, 

SRE is gs S', ... celles des carrés qui rencontrent 

FA rene al Tout carré intérieur à l’un des ensembles 

E,, E,, ... l’est à E, et, d'autre part, tout carré non exté- 

rieur à E est nécessairement non extérieur à l’un au moins 

des ensembles E,, E,, ...; on aura donc 

SSSi+ So...) S+S'ES+S +S+S, +..., 

el, en passant à la limite, 

ASA;+A:+..., AT + dt... 

A4, A», ... et &i, &», ... représentant les aires intérieures 

et extérieures de E,, E,, .... Les inégalités ci-dessus $e 

changent d'ailleurs en iles si E,, Es, ... Sont quar- 

rables. 

39. On peut concevoir une infinité de décompositions du 

plan en régions élémentaires quarrables A5,, A5», ... dont 

le diamètre ne surpasse pas un nombre donné o. Considé- 

rons une suite quelconque de décompositions de ce genre, 

dans laquelle » tende vers zéro. La somme € A5, étendue aux 

éléments intérieurs à E. aura pour limite À, aire intérieure 

de cet ensemble. | 

Nous pouvons, en effet, déterminer une décomposition du 

plan en carrés, telle que la somme S des aires des carrés inté- 

rieurs à E soit > À — &; soit à l'écart des frontières de E et 

de S. Dès que » sera devenu < à, tout élément As qui a un de 
ses points dans S sera tout entier intérieur à E. L’aire X As 

contiendra donc à ce moment l'aire S, et sera >> À — &. 

Mais, d'autre part, elle ne peut surpasser A. En eflet, soit d! 

l'écart entre sa frontière et celle de E; concevons une autre 
S! 

4 2 Ve A ’ Ô 

décomposition en carrés, de côté < En Tous ceux de ces 

carrés qui ont un point commun avec l’aire X As seront inté- 

LÉ 

J 
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rieurs à E. La somme S, des aires des carrés intérieurs est 

donc au moins égale à Z As; mais elle ne surpasse pas A. 

Donc A est bien la limite des sommes Y As. 

On voit, de la même manière, que la somme X As, éten- 

due, non seulement aux éléments intérieurs à E, mais aussi 

à ceux qui rencontrent sa frontière, a pour limite l’aire exté- 

rieure &. Par suite, la somme ci-dessus, bornée à ces élé- 

ments frontières, tendra vers zéro, si E est quarrable. 

40. Les considérations qui précèdent sont évidemment 

applicables aux ensembles d’un nombre quelconque de di- 

_mensions. On pourra déterminer, pour chacun d’eux, une 

étendue intérieure ou une étendue extérieure. Si celles-ci 

coïncident, l’ensemble sera mesurable. 

III. — Fonctions bornées. Fonctions intégrables. 

4. Des quantités variables, x, y, ..., sont dites inde- 

pendantes, S'il n'existe entre elles aucun lien, de telle sorte 

que chacune d’elles puisse encore prendre toutes les valeurs 

dont elle est susceptible, après qu'on a fixé la valeur des 

autres. 

Soit, au contraire, w une nouvelle variable, liée aux pré- 

cédentes de telle sorte qu’à chaque point (x, y, ...) appar- 

tenant à un certain ensemble Ë corresponde une valeur 

déterminée de w. On dira que cette relation définit &# comme 

fonction de x, y, ... dans l’ensemble E. 

Une fonction de x, y, ... peut se représenter par la nota- 

üon f(x, y,...). Si l’on considère simultanément plusieurs 

fonctions différentes, on pourra les désigner respectivement 

7 7 oc; y.:.), En changeant R: lettre 

initiale. 

La définition qui précède est d’une telle généralité qu'il 

est évidemment impossible d'établir aucune propriété appli- 

cable à toutes les fonctions sans exception. Des hypothèses 
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restrictives sont, en effet, nécessaires pour servir de base à 

un raisonnement quelconque. 

42. Foncrions BORNÉES. — Une fonction f(x, y,...) est 
dite bornée, dans un ensemble E pour lequel elle est définie, 

si les valeurs qu'elle prend pour les divers points (x, y,...) 

de cet ensemble forment un ensemble borné. 

La somme, la différence et le produit de deux fonc- 

tions bornées f et © sont des fonctions bornées; car on a 

ol STE lol: 

Lf.o1=1fllol: 

Si f est une Es bornée et si le minimum 1 de son 

module n'est pas nul, = sera également bornée; carona 
7 

EC 
Al F 

43. Soit f(x, y,...) une fonction bornée dans un do- 
maine E, dont l’étendue, que nous supposerons mesurable, 

sera également représentée par E. 

Décomposons E en domaines élémentaires mesurables e,, 

C2, ... Désignons par M, m le maximum et le minimum 

de la fonction f dans E; par My, mx son maximum et son 

minimum dans ex; et formons les sommes 

_ 

S— > Mrer SEE MyEp 

Comme on à évidemment 

. mzmxzM;zM, 

S et s seront comprises entre 

D Mer MS e— ME 

. Panini se 
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ÿ mer = m > ex me, 

et leurs modules seront au plus égaux à LE, L désignant le 
plus grand des deux modules [M] et |m | [ou le maximum 

du module de f(x, y,...) dans le domaine E|. 

et 

44. Taéorëme DE M. Darsoux. — S: nous faisons varier 
la décomposition en éléments, de telle sorte que les dia- 

mètres de ces éléments tendent vers zéro, les sommes S 

ets tendront vers des limites fixes. 

En effet, considérons, par exemple, les diverses sommesS. 

Leurs valeurs forment, comme nous venons de le voir, un 

ensemble borné, lequel admet un minimum T. Et l’on peut, 

quel que soit e, déterminer une décomposition A’, telle que 
. . £ 

la somme correspondante S’soit comprise entre T et T + -. 
; 2 

Soient e,,...,e, les éléments de cette décomposition, nr leur 

nombre; on aura 

SE Se. 

rt 1 

Soit À une autre décomposition quelconque. Nous y dis- 

üanguerons plusieurs sortes d'éléments : 1° ceux qui sont in- 

térieurs à l’un des éléments e,, ..., er, par exemple à ex; 

nous les désignerons par 6x1, ..., ex;, ...; 2° ceux qui em- 

piètent sur plusieurs des éléments e,, ..., e,; nous les dési- 

gnerons par e,, ..., €, ... Nous représenterons enfin 

par Mx, M les maxima de f dans les éléments ex;, e,. On 

aura évidemment 
= ié— 

a | 

ES eut de > Ce 

k,i l k 

et enfin, si S désigne la somme correspondante à la décom- 

J. — I. 3 
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position considérée, 

% RS Myier: + Dar e 

ki 

2 DM Ÿ eut d Me 

k ï 

zS— SM, ex Ÿ en: +MŸe 

k n 

T+S+Ÿ M Me Ÿ er 
k i 

ET +2 +(M—m) Ÿ ex À ex: 

k i 

Enfin, T étant le minimum des sommes S, on aura 

SR 

De ces deux inégalités résulte immédiatement la preuve 

que, si le diamètre des éléments tend vers zéro, S tend 

vers T. En effet, les domaines e,, ..., e, étant mesurables, 

4 4 \ , , 

la différence entre ex et la somme D des nouveaux élé- 

ments qui lui sont intérieurs tendra vers zéro avec le dia- 

mètre de ces éléments. On pourra donc, après avoir choisi & 

aussi petit qu'on voudra, ce qui fixera le nombre n, assigner 

un nombre à, tel que si tous les éléments ont un diamètre 

à chacune des nr sommes ex— > ki devienne moindre 

k € 
ul ——_—_—_—_— 

de n(M — m) 

Ce nombre T se nomme l'intégrale par excès de la fonc- 
tion f(x, y,...) dans le champ E. 

- Dès lors, S sera compris entre T et T + e. 

45. On voit exactement de la même manière que les « 

sommes s admettent un maximum # et que, si l’on fait varier 

la décomposition de telle sorte que le diamètre maximum « 

or ui 3582 82 au 
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des éléments tende vers zéro, la somme tendra vers 4. Ce 

nombre sera l’entégrale par défaut de la fonction f dans 
le domaine E. 

46. Remarques. — 1° Si E est formé par la réunion de 
plusieurs domaines mesurables E,, E,,..., on pourra décom- 

poser ceux-ci en éléments infiniment petits @,, €», ..., et 

former pour chacun d’eux la somme d Mrer. La somme 

correspondante pour le domaine E s’obtiendra par l'addition 

de ces sommes partielles. Passant à la limite, on voit que 

l'intégrale par excès de la fonction f, pour le domaine E, est 

égale à la somme des intégrales analogues pour E,, E:, ... 
De même pour l'intégrale par défaut. 

2° Nous savons qu’on peut déterminer une suite de do- 

maines mesurables E;,, ..., E,, ..., dont chacun soit inté- 

rieur au suivant et à E, et tels que leurs étendues aient pour 

limite E. L'intégrale (soit par excès, soit par défaut) dans le 

domaine E sera la limite vers laquelle tend, pour 7 — «, l'in- 

tégrale dans le domaine E,. En effet, la différence des deux 

intégrales est égale à l'intégrale prise dans le domaine E—E,, 

et son module sera au plus égal à L(E — E,), quantité qui 

tend vers zéro quand n tend vers +. 

3° Nous avons admis, dans tout ce qui précède, que le 

domaine E a une étendue mesurable. Une nouvelle défini- 

tion nous permettra de supprimer cette restriction. On peut, 

en effet, toujours considérer E comme la limite d’une suite 

. de domaines mesurables E,, ..., E,, ..., dont les étendues 

convergent vers une limite qui, par définition, n’est autre 

que l’étendue intérieure de E. L'intégrale (par excès ou par 

défaut) dans E, tendra, pour 7 — «, vers une limite déter- 

minée. En effet, la différence entre les intégrales dans E, 

et E,(m >> n)aura son module au plus égal à 

L(E,,—E,)=L(E AR En); 

quantité qui tend vers zéro quand n croît indéfiniment, Nous 
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considérerons cette limite de l'intégrale dans E, comme 

représentant la valeur de l’intégrale dans E. 

#7. Nous appellerons oscillation de la fonction “À dans 
Rae "rs 

l'élément ex la différence CPE M; — my entre son maximum 

et son minimum. Cette différence ne pouvant être négative, 

la différence 

Tu — lim D Myez— lim DIR lim Ÿ Orer 

entre les deux intégrales par excès et par défaut ne pourra 

être négative. Cherchons à quelles conditions elle sera nulle. 
Remarquons, à cet effet, que, T étant le minimum des 

&. . 

sommes d'Mrer et { le maximum des sommes dmier, 

T — + sera le minimum des sommes d'Oxer. 

Cela posé, soit s un nombre positif choisi à volonté et con- 

sidérons une décomposition quelconque de E en éléments 

C3 +. €x, .... Soient e6;, ... ceux de ces éléments dans les- 

quels loscillation O; surpasse e; e,, ... les autres éléments 

où l’oscillation O/Ze. On aura 

(1) V'Oe= V'Oie+ VO ee 

Mais, d'autre part, O;=M;— m; ne peut surpasser M — m 

et O/Ze; donc 

D'OR (M — m) À e; + 2 e; 

(2) ‘ 
z(M — m) Ye: + EE, 

Si donc il est possible de déterminer ce de telle sorte que 

pour aucune décomposition de ne s’abaisse au-dessous 

d’un nombre positif fixe À, la somme d'Oxer sera toujours 

supérieure à eh; et son minimum T—# ne pourra être 
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moindre que À. Au contraire, si, quel que soit es, on peut 
à 4 pr , A7 ; ! 

trouver une décomposition où dei soit moindre que tout 

nombre positif donné, on pourra, en prenant e assez petit, puis 

choisissant une décomposition convenable, faire décroitre 

autant qu'on voudra les deux termes du second membre 

: 1 © | . 

de (2) et rendre ainsi Ÿ Oxez moindre que tout nombre 

positif donné. On aura donc 

d'A DER 

48. Foncrions INréÉGrABLEs. — Une fonction f(x, y, ...) 

est dite entégrable dans le domaine E, si ses deux intégrales 

par excès et par défaut 

T= lim D Myes, t= lim Ÿ my, 

prises dans ce domaine, coïncident, ainsi qu'il vient d’être 

expliqué. Soit, dans ce cas, (2x, ÿx, ...) un point choisi 

arbitrairement dans l’élément ez;; on aura évidemment 

MS ft Yhs .)S mx, 

SM D Jr Ya De )eas Ÿ mer. 

La somme DPICTE Yr, -..)ex tendra donc encore vers la 

d’où 

même limite que les deux sommes précédentes. Cette limite 

se nomme l'intégrale de la fonction f dans le domaine E. On 

la représente généralement par la notation 

I— NICE ...)de; 

N est un signe de sommation, qui signifie limite de somme; 

de représente l’un des éléments infiniment petits ci-dessus 

désignés par €, ..., ex, ...; 1l est sous-entendu que dans 
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chaque terme de la somme on doit substituer dans f aux 

variables æ, y, ... leurs valeurs en un point de l’élément de 

que l’on considère; enfin la lettre E, mise en indice, dénote 

le champ de l'intégration; on peut d’ailleurs la supprimer 

lorsqu'il n’y a pas d’ambiguïté à craindre. 

49. Il est clair que la valeur de l’intégrale I ne dépend 

pas des variables de sommation x, y, ..., mais seulement de 

la nature du champ et de celle de la fonction f. Elle sera 

d’ailleurs comprise, d’après ce que nous avons vu, entre ME 

et mE, et son module ne pourra surpasser LE. 

Ces derniers résultats sont susceptibles d’être un peu géné- 

ralisés. Supposons que f soit le produit de deux fonctions o, 

% dont la première soit intégrable et reste positive dans le 

champ E. Soient M', m/ le maximum et le minimum de d 

dans ce domaine; on aura 

MS or ya des D po as ee.) (Ge Jar << <)er 

LDXICTE TS (M o)eE VII 

el, en passant à la limite, 

Mo (x, VRAIES NTIC ner) DL LAINE 

SUN NE si) dé: 

el, par suite, 

NTIC st ADP …)de=p Note, y, ETES 

u étant une quantité comprise entre M' et mn’. 

Cette proposition porte le nom de théorème de la 
moyenne. 

90. Si le champ E est formé par la réunion de plusieurs 

domaines mesurables E,, E,, ..., l'intégrale E sera évidem- 



VARIABLES RÉELLES. 39 

ment égale à la somme des intégrales relatives à ces champs 

partiels. 

Si E n’est pas mesurable, nous le considérerons, ainsi 

qu’au n° 46, comme limite d’une suite de domaines mesu- 

rables E,, ..., E,, .... La limite des valeurs des intégrales 

prises dans ces domaines sera, par définition, la valeur de 

l'intégrale dans E. 

D1. Soient f’, f”, ... des fonctions intégrables dans un 

domaine E; [’, [”, ... leurs intégrales; c’, c”, ... des con- 

stantes. 

La fonction 
ee CEE TUE. 

sera intégrable et aura pour intégrale 

ES CCE Ge AREA 

Il suffit, pour le voir, de passer à la limite dans l’identité 

DETEZ ete (Ci > PCA RAT 

A COTE ve Poajet-Er Act 

92. Le produit f'f" de deux fonctions intégrables est 
intégrable. En effet, soient M’, m' et M”, m” les maxima et 

minima de f'et f” dans E; M,, m,,et M}, m, leurs maxima 

et minima dans ex; O’, O", O!, O{ leurs oscillations dans les 

_ mêmes domaines. 
" 

Supposons d’abord que m' et m" soient positifs; m,, M;, 

x M, l’étant & fortiori, on aura, dans tout l’élément ex, 

M4ME= J'J"E mme. 
L’oscillation Oz du produit ff” dans cet élément est donc 

au plus égale à 

" . ! . M, mimi=M,(Mr,— mi) + mi(Mi— m%) 
= 11" At (N! zM'0; + M'0;, 
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et, par suite, 

lim S'Ose,z M'lim Ÿ kek+ M'lim d Oke—o. 

Supposons, au contraire, que »/, m puissent être négatifs. 

Soit c une constante positive, plus grande que | m»'| et |[m"|. 

Les fonctions f(x, y,...)+c et f"(x,y,...) +c seront 
intégrables et auront pour minima les quantités positives 

mæ+c, m'+c. Leur produit sera donc intégrable. D’ail- 

leurs cf'(x, y,...), cf"(x, y, ...) le sont également, ainsi 

que la constante c? dont l’oscillation est toujours nulle. Donc, 

le produit 

EE be (f'+ C) (f'+c)—cf'— cf"— c? 

sera aussi intégrable. 

93. St la fonction f est intégrable et si son maximum M 
L LA A L J LA L 

et son minimum m sont de même signe, — sera intégrable. 
J 

ie I He 
En effet, l’oscillation Q; de 7 dans l'élément ex sera 

I 1 

my M. 

lim Ÿ Querz — lim D Oxe 0. 

94. On dit que l'intégrale 

SHARE PR EE 

est d’un ordre de multiplicité n, si le nombre des dimen- 

_M,— mm, _ Or 

AE 

LAPS M,— M}; 

Mymy 

Donc 

sions du champ E, dans lequel elle est prise (ou, ce qui 

revient au même, le nombre des variables indépendantes x, 

Web ÉEAA IN: 

09. Les théorèmes exposés Jusqu'à présent ne dépendent 

aucunement de ce nombre #. Mais, dans le cas des intégrales 

Ke 
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simples, où #7 —1, il est nécessaire, pour se conformer aux 

usages reçus, d'introduire quelques légères modifications aux 

notions précédentes. 

Presque toujours, le champ de l’intégration est le domaine 

d’un seul tenant formé par les nombres compris entre deux 

nombres fixes & et b. On doit alors partager l'intervalle ab 

en éléments infiniment petits dx,, dx, ..., et l’on repré- 

sente l'intégrale par la notation 

fred. 

On voit que le signe de sommation S a été remplacé par le 

signe équivalent f, et qu’au lieu de désigner le champ par 

une seule lettre, on met en évidence ses deux extré- 

mités a, b, qu’on nomme les limites inférieure et supé- 

rieure de l’intégrale. 

S1 b > a, ce sont là des changements de pure forme; mais, 

si ba, on introduit une nouvelle convention que nous 

devons signaler. Dans la théorie générale, l'étendue des élé- 

ments de était toujours considérée comme étant une quantité 

positive. Ici, au contraire, nous affecterons chacun des seg- 

ments dx du signe — si b <a (auquel cas + décroit en 

variant de a à b). 

Il résulte évidemment de cette convention qu'on a 

@) [ras f'rear 
En outre, 

(4) [rade + f'rarax [rar 

Car, si a << b < c, cette égalité est un cas particulier d’une 

proposition énoncée au n° 50, et notre présente convention 

la rend applicable aux autres cas. 

S1 
Ah of A 9 TA AA 22 PP PES 
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on aura (1) 

b b b 
(5) fade [ fear ef TT) ATEN 

Si M, m désignent le maximum et le minimum de f(x) 

dans le champ ab, et L le maximum de son module, l’éten- 

due du champ étant évidemment | b — a|, on aura (49) 

b 

(6) m(b—a)z f fla)\dz=M(b = a) 

SLIDE: 

Si b< a, le sens des inégalités sera renversé, Mais on 

aura dans tous les cas 

ab 

(7) | f(x) dæ|zL|b— a|. 

96. Le calcul d’une intégrale multiple d'ordre nr se ra- 
mène, ainsi qu'on va le voir, lorsque le champ a une étendue 

mesurable, à celui de n intégrales simples successives. 

Nous supposerons, pour plus de simplicité, nr — 2. Le 

champ E sera représenté géométriquement par un ensemble 

de points (+, y) situés dans un plan. 
Cela posé, les valeurs de y, auxquelles correspondent des 

points de E, forment un ensemble borné F. Soit n l’une 

d'elles. Les valeurs de æ qui, associées à n, donnent des 

points de E, forment un ensemble G; également borné. Nous 

ne pouvons pas affirmer que G, ait une longueur mesurable, 

ni que la fonction f(x, n) y soit intégrable; mais, cette fonc- 

tion étant bornée, on pourra toujours déterminer, dans l’in- 

térieur de G,, son intégrale par excès et son intégrale par 

défaut. Ce seront des fonctions de n, que nous pourrons dé- 

signer par J(n) et 7(n), et qui sont bornées dans le do- 

maine F. 

Nous pourrons donc déterminer, dans l’intérieur de F : 
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1° l’intégrale par excès de J(n), que nous désignerons par K\; 

2° l'intégrale par défaut de 7 (n), que nous désignerons par #. 

Comme on a évidemment J(n)=7(n), À sera au plus égal 

à l'intégrale par défaut de J(n) et, & fortiori, au plus égal 

à K. 
Nous allons montrer, d'autre part, que K est au plus égal 

à l'intégrale double 

NZ) de 

prise par excès. 

A cet effet, décomposons le plan en rectangles infiniment 

petits par des parallèles aux axes. Celui de ces rectangles qui 

est limité par les droites = 2x;, xx; + dx;, Y=Yr, 

= Yx+ dyx a pour aire dx;dyx; nous le désignerons par 

eir, S'il est tout entier intérieur à Ë, par e;, s’il contient un 

point de la frontière de E. Dans chacun des rectangles e;x, la 

fonction f(x, y) admettra un maximum M;;; et dans les 

parties communes à E et aux rectangles e;,, elle ne pourra 

surpasser un nombre fixe M, maximum de f(x, y), dans le 

domaine E. 

L'ensemble G, est formé par les points communs à E et 

à la droite y — n. Les parallèles aux x que nous avons tra- 

cées partagent cette droite en segments, et lintégrale J(1) 

est égale à la somme des intégrales partielles prises dans l’inté- 

rieur des portions communes à E et à ces divers segments. 

Supposons n compris entre yx et yx+ dyx, k ayant une 
valeur déterminée. Soit e;x l’un des rectangles intérieurs cor- 

respondants à cette valeur de £. Le segment de la droite y =" 

contenu dans ce rectangle a pour longueur dx; et se trouve 

en entier dans E; d’ailleurs la fonction f en chaque point de 

ce segment a une valeur au plus égale à M;4. La valeur de 

l'intégrale correspondante ne peut donc surpasser M;xdr:;. 

Soit, d'autre part, e;, un des rectangles également compris 
entre les droites y = yx et y = yx+ dyx, mais qui rencon- 

trent la frontière de E. La longueur (intérieure) de la por- 

uon de la droite y —n commune à E el à ce rectangle ne 
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peut surpasser dzx;; la valeur de f ne peut y surpasser M; la 

valeur de l'intégrale correspondante ne peut donc sur- 

passer Mdx:. 

La valeur de J(n) ne pourra donc surpasser la quantité 

x — > M, dr; + M D dx; 

i i 

la première somme s'étendant à ceux des rectangles e;x, et la 

seconde à ceux des rectangles e:, où Æ a la valeur constante 

que nous avons supposée. 

S1 donc nous désignons par 1; la valeur de l'intégrale par 

excès de J(n) dans l'intervalle de n = yx à n = yx+ dyx, 

on aura 
ARS, qu on ’ 

FRS x dyrz D M; ik + D M Ex 

i È 

Chacun des éléments dyx intérieurs à F donne une rela- 

ion de ce genre. Sommant ces égalités, 1l vient 

Ù = ù > 4 

ik ik 

Passons maintenant à la limite en supposant que l’étendue 

des rectangles décroisse indéfiniment. Le premier membre 

YI4 aura évidemment pour limite l’intégrale K. La première 

somme du second membre aura pour limite l’intégrale double 

N f(x, y) de prise par excès. La seconde a pour limite zéro, 
E 

si E est mesurable, comme nous l’avons supposé. 

Notre proposition est donc démontrée. 

91. On verra, par un raisonnement tout semblable, que 

l'intégrale par défaut Æ est au moins égale à l'intégrale double 

S/(æ, y) de, prise par défaut. Mais, par hypothèse, f(x, y) 

est intégrable. L'intégrale double a donc la même valeur, 
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CA 
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qu’on la prenne par défaut ou par excès. On aura donc 

Ke SZ Y) de 

el, pour déterminer l’intégrale double, il suffira de calculer 

K ou #, qui s'obtiennent chacun par deux intégrations simples 

successives. 

58. Supposons en particulier le champ E constitué de telle 

sorte qu'une parallèle y — 1 à l’axe des x ne coupe sa fron- 

üère qu'en deux points ayant pour abscisses o(n) et P(n). 

. Soit, pour fixer les idées, P(n) > (n). Si la fonction f(x, n) 

est intégrable dans l'intervalle de ©(n) à D(n), on aura 

D (n) | 
Hn)= jm = f HET, 

(A) 

Soient b et B le minimum et le maximum de y dans tout 
le champ. Si J(n) est intégrable de b à B, on aura 

B B ® (1) 
En (a) ar =, dn ni fem de | 

b b g(n) 

et en appelant y la variable de sommation, précédemment 

désignée par n, 

Ganeæk=f à [renal 
g(y) 

Supposons de même : 1° qu’une parallèle + = £ à l'axe 

des y ne coupe la frontière de E qu’en deux points ayant 

pour ordonnées V(£) et W(E) >> L(Ë); 2° que J(É, y) soit 
intégrable de DE) à W(£); 3° que son intégrale J,(£) soit 
elle-même intégrable de a à À, a étant le minimum et A le maxi- 

mum de + dans tout le champ E; on aura de la même manière 

A Y(x) 

NZ ») de if ar| à fe dy | 
a (x) 
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Lorsque le champ E est un rectangle, on a 

ESS VIA o(y)= b, D(y)=B; 

et la comparaison des deux valeurs de l'intégrale double 

donne 

(8) [# | [rc nur] = [a frein 

On peut, dans ce cas, représenter cette intégrale double 

par la notation plus symétrique 

B 4 A 
fe db AA S AR 

b a 

qui met en évidence les deux intégrations à effectuer succes- 

sivement; ces deux opérations peuvent d’ailleurs être inter- 

verties, comme nous venons de le voir. 

IV. — Fonctions continues. 

99. Soit f(x, y,...) une fonction des nr variables æ, y, 
définie dans un ensemble E,. 

Soient (a, b,...) un point déterminé de E; , k, ... des 

quantités variables, assujetties à la seule condition que le 

point(a+h,b+k,...) appartüenne aussi à E. 

Si, pour toute valeur de la quantité positive s, on peut 

déterminer une autre quantité positive à, telle que l’on ait 

RAC PRET 5) RACE EN TESTS 

pour tous les systèmes de valeurs de h, k, ... pour lesquels 

on à 

[A < 0, LAS, 4214 

on dira que la fonction f(x, y,...) est continue au point 
(EL DR 
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La même idée peut s'exprimer sous cette forme plus 

abrégée : 

La fonction f(x, y, ...) est continue au point (a, b,...)si 

J{a+h,b+k,...)— f(a,b,...) 

tend vers zéro en même temps que , k, .... 

60. Soient f, f1. ... des fonctions des variables x, y, ... 
définies dans E. Les divers systèmes de valeurs simultanées 

deces fonctions correspondants aux divers points de E peuvent 

être considérés comme les points d’un autre ensemble F. 

Soit maintenant ©(f, f,,...) une fonction des variables f, 

f1; ... définie pour tout point de F. Il est clair que © peut 

être considérée comme une fonction de x, y, ... définie pour 

tous les points de E. 

Une semblable expression se nomme une fonction de 

fonctions ou fonction composée. 

Si les fonctions f, f;, ... sont continues au point 
(a, b, ...) et prennent en ce point des valeurs à, &, ...; 

st, de plus, la fonction © est continue au potnt (a, «,...), 

celte expression, considérée comme fonction de x, y, ... 

sera continue au point (a, b,...). 

En effet, pour être assuré que l’accroissement de © ait son 

module < 2, il suffit, par hypothèse, que les accroissements 

de f, fi, ... aient leur module < à; circonstance qui se pro- 

duira, par hypothèse, toutes les fois que les modules des 

accroissements de æ, y, ... seront moindres qu'une autre 

quantité fixe n. 

Les fonctions æ + y, x — y, xy étant évidemment con- 

tinues pour tout système de valeurs de x, y, on obtient ce 

corollaire que la somme, la différence et le produit de 

deux fonctions continues sont continus. 
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61. Si f est continue et différente de zéro au point 
L . . 

(a, b,...), sera continue en ce point. 
'£ 

Soient, en effet, Ax, Ay, ... un système d’accroissements 

donnés à x, y, ...; Af l'accroissement correspondant de /; 

celui de = sera | ne Ver 
É 

I "RDA à Af 
PAS LA CUIR re DE MES Pine ul 70 

JEANNE JS + Af) 

si |[A/|<|f|, son module sera au plus égal à 

[A7] 
LÉIEYT— A7] 

et sera moindre que €, si l’on a, en outre, 

Here 
IE EEE 

Or il suffit, par hypothèse, pour être assuré que ces inéga- 

lités sont satisfaites, d’assujettir | Ax |, | Ay|,... à rester infé- 

rieurs à un nombre fixe à. 

62. Une fonction f(x, y,...) est dite continue dans un 
ensemble E, si elle est continue en chacun de ses points. 

Si cet ensemble E est borné et parfait, la continuité y 

sera uniforme. 

Ce terme demande quelques explications. 

Soit, en général, © une fonction de deux séries de va- 

riables æ, y, ... et h, .... Supposons que, pour chaque 

système de valeurs de x, y, ... contenu dans un ensemble E, É 

© tende vers une limite déterminée lorsque }, ... tendent | 

vers des limites données &, .... L'ensemble de ces valeurs 

limites sera une certaine fonction ® des variables +, y, ...…. 

On pourra, par définition, pour chaque nombre positif & 

et pour chaque point (x, y,...) de E, assigner un nombre 
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positif à, tel que l’on ait toujours 

(1) OZ AN eau.) D(r APT SN 

dès que [2 — ax|, ... sont < 0. 

Il existe, d’ailleurs, une infinité de nombres à satisfaisant 

à cette condition; car, si elle est remplie pour une valeur de à, 

elle le sera pour toute valeur plus petite. Nous désignerons 

par À le maximum de ces nombres à (si la condition était 

sausfaite pour toute valeur de à, A serait infini). 

Nous obtenons ainsi, pour chaque valeur de &, un ensemble 

de nombres positifs À correspondant aux divers points de E. 

Cet ensemble de nombres admettra un minimum n positif ou 

nul, lequel ne dépend plus que de &, et la condition (1) sera 

satisfaite pour tout point de E, tant que l’on aura 

| h FA rs n, 

Si donc n reste => o, quelque petit que soit &, on pourra, 

pour chaque valeur positive de &, assigner un autre nombre 

positif n éndépendant de x, y, ... et tel que l’on ait, pour 

tout point de E, 

DE RP De Us) Te 

dès que [A —2|,... sont < 1. 

On dira, dans ce cas, que la fonction + converge untfor- 

mément vers sa limite ® dans tout l’ensemble E. 

Appliquons cette notion à une fonction f(x, y,...) con- 

tnue dans l’ensemble E. D’après la définition de la conti- 

nuité, f(T+h,y+k,...) tend vers:f(x, y,...) lorsque h, 

k, ... tendent vers zéro. Et la continuité sera uniforme si l’on 

peut, quel que soit e, trouver une quantité positive n indé- 

pendante de x, y, ... et telle que l’on ait, pour tout point 

de E, 
PRO AE NE fe 1 < es 

dès que 
FAT TAREQUS MER 

63. Ces explications données, procédons à la démonstra- 

LENS à | ; 



ÿo PREMIÈRE PARTIE. — CHAPITRE I. 

tion du théorème. Il nous faut établir que le minimum n des 

nombres À correspondant aux divers points (x, y,...) de E 

est nécessairement >> 0. 

Supposons que ñ fût nul. L'ensemble des A contiendrait 

des nombres moindres que toute quantité donnée. Donc E 

contiendrait une suite indéfinie de points Po, Pr, «.., Pay ++. 

pour lesquels À serait respectivement moindre que &, 
£ E 
ep + NO CT 1 ne 

2'!t 

Ces points admettraient au moins un point limite II, 

puisque E est borné; mais E est, en outre, parfait; il con- 

CRC 

iendrait done le point IL. 

Cela posé, on pourrait (28) déterminer, dans la suite 

Pos Pis Pas +. Une suite indéfinie de points Dé; Pas +.…s 

Pas +. Convergeant vers II et tels que &,, &,, ..., «, aillent 

en croissant; les valeurs correspondantes de À étant moindres 

€ E NAT Er 
QUES GR AUS décroîtront indéfiniment. 

On pourrait done trouver dans Ë un point tel que son 

écart à IT et la valeur de À qui lui correspond fussent simul- 

tanément plus petits que toute quantité donnée. Ce résultat 

entraîne une contradiction. En effet, la fonction f étant con- 

unue au point H—(x,, yo, -..), on peut assigner une quan- 

tité positive 0/ telle que l’on ait 

LÉCro+ ki, ok.) T0 UE 

dès que 
HR <Tos; LEFEC, SAR 

et 1l est aisé de voir que pour tout point W—=(x!,7,...) 

A , WA 4 Ch ® 

de E dont l'écart à Il est < 4 le nombre A sera au moins 
4 

Soit, en effet, = th y = y + K', “AN OR aura, 

par hypothèse, 
0 

2 
A+ 1k#|+...< 
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et, &a fortiort, 
NL 

LAESS LA < 2 

| | ù ÿ 
Cela posé, on a, [<< Fees me 

[fe +, y'+k,..) — f(x, y...) 

fa + y'+k,...) — f(tos Vos -..)| 

RE TS  A To) Vos 04) | 

RAC CE AO PE EE en ot ROSE À ELA LOT || 

+ | f(to + hl, o+ ke) — Ro, Vos +.) Ke, 

DR CREER LE ete A lt, 1: étant << 
E 

chacun des deux termes du second membre est =: 
D 

64. Tuéorime. — Soient f, fi, ... des fonctions de x, 

y,... continues dans un ensemble E; et soit F l’ensemble 

des points (f,f,...) qui correspondent aux divers 

points de E. 

1° SE est borné et parfait, F le sera également. 

2° STE est d’un seul tenant, F le sera également. 

Supposons, en ellel, que E soit borné et parfait. Si F 

n'était pas borné, on pourrait y déterminer un point g,, où 

la somme 

SSI +l/1+... 

fût plus grande qu'un nombre donné quelconque L; puis un 

autre point g,, où cette somme fût => 2L; un autre point 9», 

où elle füt > 4L, etc. Soient ps, P1, pa, ... les points cor- 

respondants de E. Ils seront tous différents, car f, fi, 

n'ont qu'un seul système de valeurs en chaque point de E. 

Leur nombre étant infini, ils admettent au moins un point 

limite Il, lequel appartiendra à E. Et l’on voit, comme au 

numéro précédent, qu'il devrait exister dans E des points 

dont l’écart à II fût moindre que toute quantité donnée, la 

valeur correspondante de s étant en même temps plus grande 
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que toute quantité donnée. Ce résultat est contradictoire. 

Soit, en effet, © la valeur de s au point I, La fonctions étant 

évidemment continue, pour tout point de E dont lécart à I 

est moindre qu'un certain nombre à, la valeur de s reste 

comprise entre les deux nombres fixes Det HE, 

Il reste à prouver que F est parfait, c’est-à-dire contient 

son dérivé F’. Soit g' un point de F' vers lequel converge 

., Qn, . de points de F. Les points une suite infinie Qow+ 4 ». 

., Pns -.., Seront tous distincts, correspondants de E, po, pr, … 

car à chaque point de E répond un seul point de F. Cette 

suite admet donc au moins un point limite Il, appartenant 

à E, et contient une suite de POINLS Pos Pas Pass +++ QUI CON- 

vergent vers [T. Les points correspondants de F convergent 

vers le point g de F qui correspond à IF; mais ils convergent 

vers g'. Donc g' se confond avec g et appartient à F. 

Supposons enfin que E soit d’un seul tenant et montrons 

qu'il en est de même de F. Soient 4 et Q deux points quel- 

conques de F; 
; 

PA CE RER et PEUX TAPER 

les points correspondants de E; on peut les relier par une 

chaîne de points intermédiaires pi, ps, ..., telle que l’écart 

Lars — Lg] + Yes — Val +. 

de deux points consécutifs 

RE XTE, Ya ai) el Pire (ls Meme) 

et, a fortiori, chacun des modules 

RAR mt AT ARS 82 AE 

soit moindre qu'un nombre donné quelconque 5. 

Or, la continuité étant uniforme dans tout le domaine E, 
on peut prendre 1, assez peut pour que, pour toute valeur 

de #, chacune des quantités 

NA CAN TETE a EC A A TRE à à 

ACIER ANT RMECE PE UC SR à» 
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et, par suite, leur somme, devienne aussi petite qu'on voudra. 

Or, cette somme représente l'écart des points gx el {kr qui 

correspondent à px et à px4,. Les points g, g:1, ..., Q forment 

ainsi une chaîne où l’écart de deux points consécutifs est 

moindre qu'un nombre e choisi arbitrairement. Notre pro- 

position est donc établie. 

Corollaires. — Considérons en particulier le cas où nous 

n'avons qu'une seule fonction f de x, y, ...continue dans E: 

1° si E est borné et parfait, F admettra un maximum et un 

minimum et les atteimdra (25); 2° si E est d’un seul tenant, 

F contiendra toute la suite des nombres compris entre son 

maximum et son minimum (34). 

Si au lieu d’une seule fonction continue nous en avons 

plusieurs f, f,, ..., la fonction 

ff. 
jouira des propriétés ci-dessus. 

65. Soient u, #, ... des foncuions des variables x, y, ... 

en même nombre que ces dernières, et définies dans un en- 

semble E. À chaque point (x, y,...) de E correspond un 

point (u,v,...); la réunion de ces derniers points forme 

un ensemble F. 

Supposons qu’à chaque point de F corresponde récipro- 

quement un seul point de E; on pourra considérer æ, y, ..…. 

comme des fonctions de w, w, ... définies dans l’ensemble K. 

Ce nouveau système de fonctions se nomme l’énverse du 

système de fonctions primitivement considéré. 

St l’ensemble E est borné et parfait, et les fonctions 

u, , :.. continues dans E, x, y, ... seront réciproque- 

ment des fonctions de u, v, ... continues dans F. 

Il nous faut prouver que, si l'on prend dans F une suite de 

TO qu un), -..).... conver 

geant vers un point y (lequel appartiendra à F), les points 

D DO Pr, Pire) purs. Yu, PL cn 
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convergeront nécessairement vers le point Il qui correspond 

à Y- 

Supposons qu'il en soit autrement; il existera un nombre € 

tel qu'on puisse, quel que soit n, trouver dans la suite p»,1, 

Pns2s =. Un point Pa, dont l'écart à Il soit =e. Après 

celui-là on en pourra trouver un autre pg, et ainsi de suite. 

L'ensemble de ces points P4, pg, ..., en nombre infini, 

admettra au moins un point limite [', dont l'écart à IT sera 

encore 5e. On pourra déterminer dans cette suite un point p} 

dont l'écart à Il’ soit moindre qu'un nombre donné à, puis’ 

un pue > point Py. plus voisin de Il que p} et dont l’écart à IT 

soit er * et ainsi de suite. 

Aux LUS Pr: Pus +. ainsi obtenus correspondent dans F 

les points 91, Qu; -.. qui tendent vers /. Maïs, à cause de la 

continuité des fonctions w, », ..., 1ls doivent tendre vers le 

point y’ de F qui correspond à IF. Donc y = y, et ce point 

unique correspond à deux points différents IT et Il de E, 

contrairement aux suppositions de l’énoncé. 

66. Une fonction f(x, y,...) continue dans un do- 

maine E borné et parfait est intégrable. | 

On peut, en effet, quel que soit s, trouver une autre 
quantité positive n telle que l’on ait 

f(x+hy+k,...)— f(x, y, ..)1<e, 

si |A, [£[, ... sont nn. Si donc nous décomposons E en 

éléments ex; de diamètre <n, l’oscillauon O; sera, dans 

chacun d’eux, e. La condition d’intégrabilité sera donc 

satisfaite. 

V. — Fonctions à variation bornée. 

67. Soit y — f(x) une fonction d’une seule variable >, 
bornée dans un intervalle ab qui contienne les valeurs parti- 

culières z9 et X > x,. Donnons à x une suite de valeurs 

+ 

EE 
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Croissantes To; Line.) Lai M3 Et SOIENL Por Mio Vrais Ÿ 

les valeurs correspondantes de y. On aura 

() Y—ro= (yes) =p—n 

p désignant la somme des termes positifs, » celle des termes 

négatifs de la somme ci-dessus. 

Nous dirons que p est la variation positive de y et à sa 

variation négative pour le système de valeurs 35, æ1,..., X. 

La somme 

G) =D lyrisl=p+n 

sera sa variation totale. 

En changeant le nombre et la position des valeurs inter- 

médiaires æ1, ..., Æn_1, On pourra faire varier ces trois 

sommes. En particulier, si entre æx_, et æx on intercale une 

nouvelle valeur £, ces sommes conserveront leur valeur pri- 

mitive, si /(£) est compris entre MM rSNSInOnt D EU 

seront accrus tous deux de la différence entre f(£) et celle 

des quantités yx_,, 7x dont elle est la plus voisine, et £ sera 

accru du double de cette différence. 

Cela posé, admettons qu’un des trois systèmes de sommes 

P;, n, t admette un maximum. Il en sera de même de chacun 

des deux autres, en vertu des équations (1) et (2). On dira, 

dans ce cas, que y est une fonction à variation bornée 

entre zo et X. 

68. Les fonctions à variation bornée, telles qu’elles vien- 

nent d'être définies, ont pour caractère spécifique de pou- 

voir être mises sous la forme 

HAS Us 

3 et u étant des fonctions positives, bornées et non décrois- 

santes entre zo et X. 

Pour le démontrer, considérons deux valeurs quelconques 

z', x” dans l'intervalle de z, à X (x” étant supposé compris 

entre x’ et X). 
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Soient 

DE . les valeurs correspondantes de y; 

p,n/, 0 les variations de y dans l'intervalle zox! pour un. 

Rs quelconque de valeurs intermédiaires æ,, æa, ...; 

p', n", 1" les variations de y dans lintervalle x,æ" en pre- 

nant pour valeurs intermédiaires z,,æ2, ..., æ' el d’autres 

valeurs quelconques x+;, ... intercalées entre x’ et x"; 

p, n, t les variations de y dans l'intervalle total x, X, en pre- 

nant pour valeurs intermédiaires x,,..., x’, æ,,...,æ% 

On aura évidemment \ 

Mais, par hypothèse, p, n, t admettent des maxima P, 

N,T. Donc, p',n',t'et p", nr”, &”’ admettent aussi des maxima 

P', N’, T’, P", N°, T”, et l’on aura les inégahtés 

D=DrE = VW (ag NE SHARE, N'ENTEN, TERRES 

desquelles 1l résulte que P’, N', T’ sont des fonctions de x", 

positives de leur nature et, en outre, bornées et non décrois- 

santes de xs à X. 

Cela posé, en faisant varier le nombre et la position des 

valeurs intermédiaires æ,, æ:, ..., on peut faire en sorte 

que p' se rapproche indéfiniment de son maximum P',. La 

différence p'— n' étant constante, n! se rapprochera en 

même temps que son maximum, N’. L’équation 

D'—Jo=p 

deviendra donc à la limite 

ER PE P'— N’, 

ce qui montre que y! est la différence des deux fonctions 

positives, bornées et non décroissantes 

P'+ys+e et N'+c, 

c désignant une constante positive quelconque >> — Vo. 

ÉA 
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Réciproquement, si y = 3 — u, 3 et uw étant des fonctions 

positives, bornées et non décroissantes entre æ, et X, sa 

variation totale £ sera limitée; car on a, en désignant par 3,, 

RP ALES EL AN U:les valeurs der z#et/derr pour 

DT NN OUX, 

PE V4 — Ya | os | Shore (541 — PE280 6 © 

> [36 — 5x1 | +Ÿ fus ur 1722-23 +U—u,,. 

69. Soient y — 3 — u, )' — u/ deux fonctions à varia- 

uon bornée; leur somme 

3+z'—(u+u), 
leur différence 

s+u—(u +3) 
et leur produit 

zz'+uu— (us + zu) 

seront évidemment des fonctions de même nature 

Enfin, si y a une variation bornée, et si, de plus, son 

A Fee à I ‘ 
module a un minimum y différent de zéro, — aura une varia- 

uon bornée. 

En effet, sa variation totale 

| SP TER ES | 

és ue? 
AU no VX x 1 Eù <zsà te Yi 

reste toujours inférieure à un nombre fixe. 

10. Une fonction f(x) à variation bornée dans un 

intervalle ab est intégrable dans cet intervalle. 

On a 

fæ)= o(æ)— d(æ), 
o(x) et L(x) étant des fonctions croissantes et bornées. Il 
suffit donc de montrer qu'une semblable fonction o(x) est 

intégrable. 

Décomposons le champ &b en éléments eg; soit O}; l’oscil- 

s'était Ut ne DR ie Ph FUN RE AN Li 
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lation de la fonction dans ex; on aura 

D OF eDIO 

e désignant le plus long des intervalles ex. 

Or, o(x) étant constamment croissante de & à b, DL 

représentera évidemment son accroissement total 

p(b) — o(a). 

Cette quantité est une constante; d'autre part, si les élé- 

ments e4 décroissent indéfiniment, e tend vers zéro; donc 

lim D Oxex= 0, et w(x) est intégrable. 

11. Soient f(x) — 2(x) — Y(x) une fonction à variation 

bornée et } un infiniment petit positif. Les fonctions (x) 

et Y(x) étant non décroissantes, &(7—h) et Y(æ—h) 
varieront toujours dans le même sens quand 2 décroit, sans 

Jamais surpasser les valeurs fixes o(x) et Y(x). Elles ten- 

dront donc vers une limite, et leur différence f(x — h) 

tendra aussi vers une limite, que nous représenterons 

par f(x — 0). 

On voit de même que f(x + A) tend vers une limite, 

qu’on peut représenter par f(x + 0). 

72. Une fonction f(x), continue et à variation bornée 

dans l’intervalle de x, à X, est la différence de deux 

fonctions continues et non décroissantes. 

En effet, f(x) ayant une variation bornée, on aura 

(x) et 4(x) étant des fonctions non décroissantes à varia- 

tion bornée. | 

Considérons, en particulier, la fonction &(+). Pour une 
valeur de +, intermédiaire entre x, et X, on aura 

p(x—Ee)zo(x)zp(xz +e). 
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Si e tend vers zéro, ©(x — e), (x +e), qui varient tou- 

jours dans le même sens, tendront vers des limites déter- 
CU | 

minées (x — o)et (x +o), et l’on aura encore 

p(r—o)zp(x)zo(x +o). 

S1 la différence o(x + 0) — (x — 0) est égale à zéro, la 

fonction © sera continue au point x; sinon, cette différence 

sera positive, et nous dirons que la fonction présente en ce 

point une discontinuité égale à cette différence. 

Cette discontinuité peut d’ailleurs se séparer en deux par- 

es : la discontinutté antérieure &(x)—(x—o) et la 

discontinuité postérieure &(x + 0) — #(x). 

La fonction o(x) n'étant pas définie pour les valeurs de la 

variable x, ou > X, nous n’aurons à considérer, pour 

æ—%,, qu'une discontinuité postérieure; pour x = X, 

qu’une discontinuité antérieure. 

Soient maintenant &, æ deux valeurs quelconques de la 

variable; æ,, ..., æ, une série de valeurs intermédiaires 

entre celles-là. Formons la somme des discontinuités 

p(a+o)—o(a) 

DATE O)=g(rr—-0)l+o(xz)—vg(rz—0), 

que nous désignerons par 

SOA TU MINE. 

Cette somme est au moins égale à o(a+o)—v(a); mais 

nous allons voir, d’autre part, qu’elle ne peut surpasser 

g(x) — (a). 
Soit, en effet, £x un point quelconque intermédiaire entre 

zx et Æx41; la fonction + étant non décroissante, on aura 

DTr HO) = p(Er) = (Tri — 0). 

Soient de même &, et &, des points respectivement intermé- 
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diuires entre «a et x, et entre æ, et æ, on aura 

p(a+o) Zo(ë)zo(xzi—0o), 

o(Tn+0)Zp(Ër)zp(x —o). 

On aura, par suite, 

SGA TEST RE) 

DCE) — o(a) + D To(Ee) — o(Ee)] + px) — o(Ë 

zo(r) — o(a). 

/A Il 

Al 

Cette somme restant ainsi inférieure à une limite fixe, 

quels que soient le nombre et la position des points de divi- 

sion Æ4,..., Zn, admettra un maximum S(a,æx), que nous 

appellerons la discontinuité totale de la fonction dans 

l'intervalle de & à x. Ce maximum sera compris entre 

g(a+o)—g(a)ete(x) —o(a). 
‘D'ailleurs, on a évidemment, d’après la définition des 

sommes S, 

SC, Li AR SLT RES D ENS ER 

d’où, en supposant que zx; conserve une valeur constante b 

et passant à la limite, 

S(d 2) Sa) 6) S(b,&): 

On voit par là que la fonction GICAE æ) est une fonction de x 

non décroissante de x, à X. 

Posons maintenant 

(x) = oi) + S(ro æ). 
La nouvelle fonction w,(x) sera continue et non décrois- 

sante. 

On a, en effet, h étant posiuf, 

D(x+h)—=ovo(x+h)—S(x,,z +h) —o(x)+S(ast) 

—o(t+h)—o(x)—S(x,x+h). 

\ 
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Cette quantité ne peut être négative, car S(x,æx + h) est 

au plus égal à o6(x +h)—o(x). 

D'ailleurs ‘elle tend vers zéro avec h; car, S(x, x + h) 

étant au moins égal à ©(x + 0) — (x), elle ne saurait être 

supérieure à o(x+h)—o(x + o), qui tend vers zéro 

avec h. 

La fonction non décroissante L(x) admet en chaque point 

la même discontinuité que &(x), puisque leur différence 

(x) — (x) est supposée continue. Donc, dans tout inter- 

valle, 4(x) aura la même discontinuité totale que 2(x), de 

telle sorte que, en répétant les raisonnements précédents, on 

aura 

V(z)= dx) +S(ze &), 

d,(x) étant une fonction continue et non ‘décroissante et 

S(Lo, æ&) représentant la même fonction que tout à l'heure. 

On aura donc 

ce qu'il fallait démontrer. 

VI. — Dérivées et intégrales des fonctions 
d'une seule variable. 

13. Soit f(x) une fonction d’une variable +, définie dans 

l’intérieur d’un domaine D. 

Soient z, un point fixe intérieur à D; à son écart de la 

frontière de D; tout point x,+ k où |h|<Ô sera encore 

intérieur à D. 

Si l’expression 

(Lot h) — ft) 
la 

tend vers une limite fixe lorsque A tend vers zéro, cette limite 

s'appellera la dérivée de f(x) au point x, et se représentera 

par f'(&o). 

Si, pour tous les points intérieurs à D, f(x) admet une 
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dérivée, l’ensemble de ces valeurs constituera une nouvelle 

foncüon, également définie à l’intérieur de D, qu'on nomme 
la dérivée de f(x) et qu'on représentera, avec SE 

par f(x), ou, avec Cauchy, par D f(x). 

Toute fonction qui a une dérivée est continue. 

En effet, l'égalité 

eue 
l k=0 

Jo) 

donne 

Himff(x+hk)—f(x)| = f'(x) lim o. 

St f(x) se réduit à une constante, sa dérivée sera nulle. 

On a, en effet, 

fx th} f(e) 0 
D RE 

d'où 
DA A Be PT mc N 

Si f(x) = x, sa dérivée est égale à 1. Carona 

A REC mea 2 PORT VE 
h FAR 

AR er TES 
d’où 

74. Posons, pour abréger, 

h=Ax,  f(æx+h)—f(x) = A f(x). 

On a, par définition, 

d’où 

A f(x 
1e = f(z)+R, 

Af(ay = 1Ha)A& +R Az, 

R tendant vers zéro avec Az. 

Ainsi A f(x) se compose de deux termes : l’un, f(x) Ax, 
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simplement proportionnel à Ax, et qui constitue sa valeur 

principale; l’autre, R Ax, infiniment petit d’ordre plus élevé. 

Le premier terme f'(x) Ax se nomme la différentielle de 

f(x) et se désigne par d f(x). 

Dans le cas particulier où f(x) se réduit à x, sa dérivée 

étant égale à l’unité, l'équation de définition 

(1) d'f(x) =f"(x) Ax 

se réduit à 
AT AT. 

Substituant cette valeur de Az dans l'équation générale (1), 

on en conclura 

d f(x 
LES CR MNT T) — Lt 

Cette nouvelle expression de la dérivée par un quouent 

de différentielles est très fréquemment employée pour la 

représenter. 

19. Dérivée d’une somme. — Soit y = u +v—1v une 

somme algébrique de fonctions ayant les dérivées connues 

u', v', æ”. On aura évidemment, en désignant par Ay, Au, 

Av, Aw les accroissements de ces fonctions correspondant à 

l'accroissement L — Az donné à la variable indépendante, 

LFOUAU Ace Aw. 

ACT NEO AA” 

d’où, en faisant tendre Ax vers zéro et passant à la limite, 

pe Ra Au mot Ae lim Aw INTER 
ie im 0 im 0 pp. 

Y Ax 8, Ax AT 

Dérivée d’un produit. — Soit y = uv, u ete ayant des 

dérivées connues w/ et 6’. On aura 

NAN AS ANTON ET Au Ace AE RES (6 + AP)+u 7 
Aie Ax — Ax A 

Au AP LT s : RTS LA 
J=lins lim (v + Ae) + u lim — =UV+U 
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Cette équation peut s’écrire 

! ! ! 
(4, (2 AÉREAN A 

Y u (9 

cela, 
y! u/ p' (62 
en EE ares or Pa ru La à 1 À 
Y u og p 

La LQ 4 Q + . [42 

Dérivée d’un quotient. — Soit y = -; on aura 
{ 

u + Au u Au Ap 

Ay. .. v + Av D FARM Se 

Ax Az 7 p(8+ A6) 

et, à la limite, 
,  pu/— up 

ke eo? ÿ 

Dérivée d’une fonction de fonction. — Soit y = F(u), 

u — f(x) étant lui-même une fonction de x; on aura évi- 

demment 
Ay __Ay Au 
Az Au Âx 

et à la limite, Au tendant vers zéro avec Ax, 

Ay À : 
J'= lin Slim Re = F(u)u = F'L/G)] f'(æ). 

Dérivée d'une fonction ineerse. — Soit y — f(x) une 

fonction admettant une fonction inverse, de telle sorte qu’on 

ait x — (y). Si l’une de ces fonctions a une dérivée connue, 
on aura immédiatement la dérivée de l’autre. 

On a, en ellet, en supposant connue la dérivée de ©, par 

exemple, 

AVHAET Me : SOS EE Le 
AE AU mais HR PRE 

Ay 

Si l'on avait y = uvw..., on aurait évidemment, d’après 
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Donc, à la limite, 

OPA Er 
J 

7) ” #17) 

76. Si, en un point donné x, la dérivée f'(x) n’est pas 

nulle, on pourra assigner une quantité à, telle que l’ex- 

pression 
Af(æ)=f(xz+Ax)—f(x) 

ait le signe de f'(x)Ax pour toutes les valeurs de Ax de 

module < à. 

On a, en effet, 
à 
AE) te), 

d’où 

A f(æ) 
Ax = fo TR, 

R tendant vers zéro avec Ax. On peut donc assigner une 

quantité Ô, telle que, si |Ax| <ô, [R| soit <|f'(x)|. Alors, 

f(x) +R ayant le même signe que f(x), Af(x) aura le 

même signe que /’(æx) Ax. 

77. Taéorèue DE Rozze. — St f(x) admet une dérivée 
dans l’intervalle de x, à X et s’annule pour x, et X, sa 

dérivée s'annulera en un point intermédiaire. 

Les valeurs de + qui sont = x, et Z X formant un ensemble 

borné et parfait, la fonction f(x) admet, dans cet intervalle 

de z9 à X, un maximum et un minimum et les atteint eflec- 

tivement (64). Si ce maximum et ce minimum sont nuls 

tous deux, f(x) sera constamment nulle, sa dérivée aussi, 

et le théorème sera démontré. 

Supposons, au contraire, que le maximum, par exemple, 

soit différent de zéro. Soit & la valeur correspondante de +, 

laquelle sera différente de x, et de X. On aura f'(£) —0; 

car, s’1l en était autrement, l'expression 

J(È+ Az) — f(6) 
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aurait, pour des valeurs suffisamment petites de Az, le signe 

de f'(£) Ar. En donnant à Ax un signe convenable, on 
pourrait la rendre positive. Donc £ ne correspondrait pas à 

la valeur maximum de f, comme on l’a supposé. 

78. Corollaire. — Soient f(x), o(x), (x) trois fonc- 
tions admettant des dérivées dans l’intervalle de a à bd; con- 

sidérons le déterminant 

- | f(æ) g(æ) Y(æ) 
f{æ+h) o(æ+h) d(x+h) 

J(æ+0h) p(x+0h) V(x+6h) 

C'est une fonction de la variable 4, qui s’annule pour 

4— 0 et Ü—:1, et qui, d’après les règles de dérivation don- 
nées ci-dessus (75), admet pour dérivée, dans cet intervalle, 

le produit de par le déterminant 

J (x) p (x) Y (x) 
A=|f(xæ+h) o(x+h) d(x+h) 

fJ'(x+0h) o'(x+0h) d'(x+0h) 

Ce nouveau déterminant devra donc s’annuler pour une 

valeur de Ü comprise entre o et 1. L 

Posons, en particulier, d(æ) —1; d’où Ÿ'(x) = 0. L’équa- 

üuon À — 0 deviendra 

[p(z)—o(x+h)]f(x+0h) 
+ [f(x + h) — f(x)]o'(x +0h)—= 0; 

d’où | 

(>) fx +h)—/f(x) __ fa +8h) 

p(z+h)—p(x) p'(x+0h) 

Si nous posons, en outre, o(z)—=x, d'où #'(xæ) —1, cette 

dernière équation deviendra 

fx +h)— f(x) Ps f'(æ+6h) 

ou 

(3) f(æ+h)—f(x)= hf (x +0h). 
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Dans cette formule, x + 6} est une quantité inconnue, 

mais comprise entre æ et x + h. 

19. Si la dérivée f'(æ) est constamment nulle dans cet 

intervalle, on aura 

f'(æ+0h) =o: 

d'où 

JE RES (x) =. 

Si cette dérivée, sans être constamment nulle, n’est jamais 

négative, f(x +h)— f(x) aura le signe de L. Soient, en 

effet, 5 un des points de l'intervalle de x à x + h pour les- 

quels la dérivée est positive ; £ + à un point infiniment voi- 

sin de £ et compris entre £ et x + . On aura 

f(x +h)— f(x) 

De) ER EEE) 7 (6) /(E)— f(x) 
=(x+h—é—0)/f'(n) HLS(E+d) — SE +(È— 2) fm), 

n étant un nombre compris entre x + h et £ +, n, un 

nombre compris entre & et #. 

Si l’on prend à assez petit, f(£ + à) — f(£) aura le signe 
de Ôf'(£). D'ailleurs, f'(£) est positif, f'(n), f'(n:1) posiufs 

ou nuls. Enfin, 0, æ+h—£%—û, & — x ont le signe de A. 

Donc, sur les trois termes qui composent f(x + h) — f(x), 

l’un a sûrement le signe de , les deux autres ont aussi le 

signe de , s'ils ne sont pas nuls. La somme a donc le signe 

de À. 

On voit de même que, si la dérivée f(x), sans être con- 

stamment nulle, n’est jamais positive, f(x + h) — f(x)sera 

de signe contraire à 4. 

Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante : 

Taéoreme. — La fonction f(x) reste constante dans 

tout intervalle où f'(x) est constamment nul; elle croît 

avec x dans tout intervalle où f'(x) reste positif ; elle 

décroit, au contraire, quand x crott, dans tout intervalle 

où f'(x) reste négatif. 
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Les deux dernières parties de ce théorème subsistent en- 

core si f'(xæ) peut s’annuler dans l’intervalle considéré, mais 

sans changer de signe, pourvu qu'il soit impossible d'isoler 

dans l'intervalle considéré un intervalle partiel dans lequel 

f'(æ) soit constamment nul. 

80. Taéorëme. — Sr f'(x) reste continue dans un en- 

TÉL) CE) ñ y tendra unt- semble E borné et parfait, 

formément vers sa limite f'(x). 

En effet, cette expression est égale à f'(x +46h). Mais 
f'(x), étant continue, l’est uniformément dans E (63). 

Donc, on peut assigner une quantité n, indépendante de x, 

et telle qu’on ait 

[f(x +0h)—f(x)1<e 

dès que le module de 4ket, a fortiori, dès que celui de À 

esr <<: 

SL. Taéorëme. — S4 la fonction f(x) est intégrable de 
a à b, l'intégrale définie 

X 

1 f{æ) de = F(X), 

où x, et X sont compris entre a et b, est une fonction de X 

à variation bornée et continue. St de plus f(x) est con- 

tinue au point X, F(X) aura en ce point une dérivée 
égale à f(X). 

Soit, en effet, y. le maximum de | f(æ)| dans l'intervalle «ab. 
Décomposons l'intervalle de x, à X en intervalles partels 

Lois 0e +5 LRU LR on De 1 A EVATIA TONER 

À DAS 

fonction intégrale 
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relative à cette décomposition, sera 

D ra 

On voit donc qu'elle ne peut surpasser une limite fixe. Donc 

2YUlrr— 2x4 IX—@|. 

F(X) a une variation bornée. 

En second lieu, changeons X en X + AX ; on aura 

X+Ax x X+Ax 

AF(X)= f fade [ A) de = CE) de: 
Lo Eÿ X 

quantité qui tend vers zéro avec Ar, car son module est au 

plus égal à u|Ax|. 
Supposons enfin que f(x) soit continue au point X. On 

aura par définition 

X + Ax 

| f(æ) de =lim À F(Ex) (24 — æe à), 

Ti, -.., Ln_1 étant des valeurs intermédiaires infiniment 

voisines les unes des autres, intercalées entre X — x, et 

X + AX — >», et 5x une quantité intermédiaire entre æx_, 

CLTL. 

On peut, par hypothèse, quel que soit e, déterminer une 
” EU . = 

quantité à, telle qu’on ait, tant que || < à, 

3 ANS ST) ent À 0.9 NEC 
el, par suite, 

JX+Rh)=fX +R, 

R ayant son module <e. 

Supposons maintenant | AX | <ô. A plus forte raison, les 
modules des différences £;— X seront <Ô, et l’on aura 

V4 Là 

généralement 

Ar) = (X) + R;, 

Rx ayant son module € &. 
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Substituant ces valeurs des quantités f(x), il viendra 

DFE) (cr dr) = Ÿ TSX) + Ra] (ær— œx) 

2 LFCO + (ax ar) 2 LS(X) + €] AX 

= SLSCO — (2x — ær4) SL SX) — #] AX. 

La q uantité 

D JE) (Lx — Lx) 

FIST D APES At 

est donc toujours comprise entre f(X) +e et f(X)—e. Il 

en sera de même de sa limite 

X+AX 
1 À 
el FRAME 

On peut, d’ailleurs, prendre € aussi petit qu’on voudra, à 

condition de faire décroitre suffisamment AX. On aura donc 

à la limite 
rx 

f (x)dx 

F'(X)= lim RE — f(X). 

Remarque. — Si l’on supposait X constant, mais æ5 va- 

riable, l'intégrale définie 

[rende 

serait une fonction de x,. D'ailleurs, elle est égale et de 

[ Por 

dont la dérivée est égale, d’après ce qui précède, à f(x). 
Sa dérivée sera donc — f(x). 

signe contraire à 

rx > 
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82. Le théorème qui précède montre que toute fonc- 
tion f(x) continue dans l'intervalle de a à b est la dérivce 

d’une autre fonction F(x). 

Il est, d’ailleurs, aisé de trouver l’expression générale des 

fonctions qui ont pour dérivée f(x). Soit, en eflet, 

F(æ)—=F(x)+o(x) 

l’une d’elles. Sa dérivée sera 

F'(x)+o' (x) = f(x) + (x). 

Pour qu’elle se réduise à f(x), il faut et il suffit que v'(x) 

soit nul. Donc, o(x) se réduit à une constante c (79), qui 

peut d’ailleurs être choisie arbitrairement. 

Lorsqu'on a obtenu, par un procédé quelconque, une 

fonction f(x) ayant pour dérivée f(x), on trouve, sans peine, 

la valeur correspondante de c. En effet, dans l'équation 

€ 

1 f(æ)dr = $(X)+ e, 

faisons X — r,. Le premier membre s’annulant, 1l vient 0 P ) 

(to) + C—=O, 

et, par suite, 

ff) de = (x) — (20). 

On nomme fonctions primitives ou intégrales indéfinies 

de f(x) les fonctions qui ont pour dérivée f(x). On les 
désigne par la notation 

[red 

pour mettre en lumière leur liaison avec l'intégrale définie. 

Cette expression, comme on vient de le voir, ne repré- 

sente pas une fonction déterminée, mais une infinité de 

fonctions, différant les unes des autres de quantités con- 

stantes. 
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83. Dérivation des intégrales définies par rapport à 

un paramètre. — Soit f(x, y,...,4) une fonction des 

variables æ, y, ..., &« qui reste continue tant que æ, y, . 

restent intérieurs à un domaine D et & intérieur à un do- 

maine (D. 

Soit E un domaine borné et parfait intérieur à D; pour 

toute valeur de a intérieure à (D, l'intégrale 

REN DST, CRI) AE 
E 

aura une valeur déterminée; c'est donc une fonction de «. 

Cette fonction est continue; car, si l’on change 4 en « + Ac, 

elle prendra un accroissement 

EN f{æ, 7, +2, à + Aa) de — TC RSA LE 
E E 

= AT DEr dite, 
E 

dont le module ne pourra surpasser LE; L étantle maximum 

du module de Ar (Cr abat 

Or, soit à une quantité dont le module soit moindre que 

l'écart de z à la frontière de @; le point 4 + Au sera encore 

intérieur à (D, tant que | Az| sera Z0. La fonction f restera 

donc continue tant que æ, y, ... se mouvront dans E et que 

le paramètre variera entre 4 — à et +0. Cet ensemble de 

valeurs étant évidemment borné et parfait, la continuité de f 

y sera uniforme; donc L, et par suite AÏ, tendront vers zéro 

avec A. 

Supposons de plus que f considérée comme fonction de « 

seulement (x, y, ... conservant des valeurs constantes) 

admette une dérivée; ce sera une nouvelle fonction de x, 

Y,-:., & que nous‘pourrons désignerapars/c (2, 72); 

et nous aurons 

À FE Yen a TC TRE EC UN CES ES 

ÿ étant une quantité variable, mais toujours comprise entre 

DACTLPT. 
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Si nous admettons enfin que f, soit continue dans le même 

champ où nous avons déjà supposé que f l'était, cette expres- 

sion sera de la forme 

PRE ANSE) ERA, 

R tendant uniformément vers zéro avec Az, dans tout le 

domaine E. 

On aura donc 

AI Sapae D — NRFAC y, ...,æ)+R]de 

es N DRE S NOENCA NS CARE N R de. 
E E 

Soit L, le maximum de |R]| dans E; on aura 

N R de 
E 

quantité qui. tend vers zéro avec Az. On aura donc 

AD 

or Al TE NARS) 
im = | fa(a 2) de. 

L'intécrale I admet donc une dérivée, représentée par l’inté- 5 Rd Ï 
orale ci-dessus. 

S4. Intégration par parties. — Soit 

f(æ)=o(æ) Y(æ) 
une fonction formée du produit de deux autres. On aura 

df(iæ)=o'(x)Ÿ(x) dr +o(x)V'(x) dx 

étrénintéerant de ra à x — b, 

d b 
f s't)vte)dr+ f o(xæ)V'(x) dx 

RO TOEIO) 

Cette équation ramène, comme on voit, le calcul de l’une 
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des deux intégrales qui figurent au premier membre au 

calcul de l’autre, qui pourra se trouver plus simple. 

Ce procédé de réduction a reçu le nom d’éntégration par 

parties. 

Quant au second membre f(b) — f(a), il conviendra, 

lorsque la fonction f(x) a une expression compliquée, de le 

représenter par la notation abrégée 

Lf(æ)]e 

VII. — Dérivées partielles. Différentielles totales. 

85. Passons à la considération des fonctions de plusieurs 
variables. 

Soil, par exemple, u= f(x, 7) une fonction de deux 

variables +, y définie dans tout l’intérieur d’un certain 

domaine D. 

Soit (x, y) un point quelconque intérieur à D. On pourra 

déterminer une quantité à telle que tous les points 

[x + Ax, y + Ay|, 

jAë|+|Ay|<d 
soient encore intérieurs à D. 

Changeons + en x + Ax, sans faire varier y. Si l’expres- 

sion 

f(x +Ax, y)— f(x; y) 
Ax 

tend vers une limite fixe quand Az tend vers zéro, cette 

limite se nommera la dérivée partielle de f par rapport à x 

au point æ, y. On la représente indifféremment par l’une ou 

l’autre des trois notations suivantes : 

o f(x, 
Je (a OPEN ASE Re 

Si l'expression 

RÉ 210 éruet 20 0 bros Era) 
AY 

OS PT 
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tend de même vers une limite, ce sera la dérivée partielle 

par rapport à y, et on la représentera par les notations ana- 

logues 

df(x, y) 
AC OT D, f(x, y), dy 

Si en chaque point intérieur à D il existe des dérivées par- 

telles, chacune d’elles sera une nouvelle fonction de x, y, 

définie dans l’intérieur de D. 

86. Supposons maintenant qu’au lieu de faire varier 1so- 

lément x, y, on les change simultanément en x + Ax, 

y + Ay, ctétudions l’accroissement 

Af(z, y)=/f(x+Ax, y +Ay)— f(x, y). 

Cette expression peut se mettre sous la forme 

f(x +Ax, y +Ay)—/f(x,y +Ay)+f(@,y+Ay)—/f(x 7) 

ou, en appliquant la formule (3) du n° T8, 

f,(æ+04%x,7y+Ay)Axæ+f,(z, y +6: Ay)Ay, 

Get 0, étant des quantités plus petites que l’unité. 

Faisons tendre Az et Ay vers zéro. 0 Ax et 4, Ay tendent 

a fortiori vers zéro, de quelque manière que puissent varier 

6 et 4,. Si donc les foncuons f;, f} sont continues au Y 
point æ, y, les multiplicateurs de Az et de Ay tendront res- 

pectivement vers f,(x, y) et f,(æ, y). 

Soit d’ailleurs E un ensemble borné et parfait quelconque 

intérieur à D et dans lequel f;, f, soient continues. Leur 

continuité sera uniforme. On pourra donc, quel que soit s, 

assigner une constante à telle que pour tout point de cet 

ensemble les différences entre ces multiplicateurs et leurs 

limites deviennent < < dès que | Az |, | Ay | deviennent < Ô. 

On aura donc 

MON EMI ee, Az f, (x, y) Ay + RArHR;ây. 

R et R, tendant vers zéro avec Ax et Ay (et cela uniformé- 

ment dans tout l’ensemble E). 
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On voit donc que A f(x, y) se compose de deux parties, 

l’une 

(2) fat, J)Ax+f;(x; y) A7, 

simplement linéaire en Ax et Ay, l’autre composée de 

termes d’ordre plus élevé que l’un ou l’autre de ceux qui 

précèdent. 

L'expression (2) se nomme la différentielle totale de 

f(x, y) et se désigne par d f(x, y). Les deux termes qui la 

composent sont les différentielles qu'on obtiendrait en fai- 

sant varier une seule des deux variables x, y et laissant 

l’autre constante. On leur donne le nom de différentielles 

partielles. | 

Si l’on supposait, en particulier, que la fonction f(x, y) 

ne fût autre que x, f,(x, y) se réduirait à 1, et f,(æ, y) à o. 

L'équation 

df(z, J)= f(x, y) Az +/f,(x, y) AY 

se réduirait donc à 
dx — Âx. 

En supposant que f(x, y) se réduisit à y, on trouverait 

de même 
dy = ÀY, 

et, par suite, 

(5) df(t; J)= fie, y) dr + f;(x, y) dy. 

Ainsi qu'on l’a vu aux n° 73 et 79, la condition néces- 

saire et suffisante pour que f(x, y) reste constante lorsque x 

varie seul (et, par suite, se réduise à une fonction de y) 

CSL PTE 

De même, la condition nécessaire et suffisante pour que 

f(x, y) ne dépende pas de y est f,(x, y) = 0. 

Ces deux conditions réunies exprimeront que f est indé- 

pendant de x et de y, et, par suite, se réduit à une con- 

stante. Elles peuvent être résumées en celle-ci : 

df(æ, HE 0° 
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Car, pour que cette expression, égale à 

fax, y) Ax + f;(æ, y) Ay, 

s’annule identiquement quels que soient Az et Ay, il faut et 

il suffit que f,(x, y) et f,(x, y) soient nuls séparément. 

87. Admettons que, par un procédé quelconque, on ait 

mis A f(x, y) sous la forme 

(4) Af(x, y) = A dx +B dy +S dx +S$, dy, 

À et B étant indépendants de dx et dy, et S, S, tendant 

vers zéro en même temps que dx, dy; on aura 

ANT Cr dE DCE NS 

d'f(æ, y) = A de + B dy. 

Égalons en effet les deux expressions (r)et (4) de À f (20 

il viendra, en divisant par dx, 

CEA dv far, J)H+R ETS, (a 7) +R] Z=A+S+(B+S) Te 

dy Faisons tendre dx et dy vers zéro, de telle sorte que ne 
“ x 

tende vers une valeur fixe À; on aura à la limite 

Le, PES (e PA A+ BX 
Cette égalité, ayant lieu quel que soit À, se décompose 

dans les deux suivantes : 

A RRIEENAS DRM PEEnR 

88. La remarque qui précède permet de déterminer aisé- 

ment les dérivées partielles et la différentielle totale d’une 

fonction composée. 

Soit, en effet, une semblable fonction 

AAA DS PAUEE"E), 

u, #, ... étant elles-mêmes des fonctions des variables indé- 

Hondantes ps. 
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Pour obtenir la différentielle totale de cette expression, 

considérée comme fonction de +, y, ..., donnons à æ, y, ..…. À 

des accroissements dx, dy, .... Soient Au, Av, ..., Af les 

accroissements correspondants de w, ©, ..., f. On aura N 

af = au art... + RAu+R Av +. 

R, R,,.:.-tendantiVers 20 Year At 

Mais on a, d'autre part, 

du du 
MS on Ai fee OS in A +... 

— du + Sdx +S,; dy +..., 

ANA CE APR +T dx +T, dy + ts HAL 1 dy +... 
U 

—dv+Tdz+T,dy+..…, 

D ST #4 TL Ti, rs tendant vers Zér0 a VERT SO 

Substituant ces valeurs dans l'expression de Af, il vient 

DOFUS AVE Su 44% Do 4 +...+p dx +p, dy +... 

(CS Ou Of de } de 

Où 0x  d0x 
Of du of de 

+ (5 ++. Jar 

+... +pdx + pidy +..., 

p, P1, -.. tendant vers zéro avec dr,'dy: 

.On aura donc 

Of __ of ou of de 
D T9 om L'IDRUPEUE 
of _dfdu  df dv 
dy du dy 07 

et, d'autre part, 
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d’où les deux propositions suivantes : 

La dérivée, par rapport à une variable indépendante x, 

d’une fonction composée f(u,v,...) s'obtient en ajoutant 

f e Ld | à U] $ 0 . 

ensemble les dérivées partielles Ÿ, 2, ++.) respective- 
a (44 JV 

ment multipliées par les dérivées de u, +, ... par rapport 

La différentielle totale df s'exprime au moyen de u, 

D ART de lnmenmelmantére, ques UNE 1 

étaient des variables indépendantes. 

89. Supposons que des fonctions w, », ... des variables 

indépendantes +, y, ... satisfassent identiquement à une 

équation 
AGENCE ..)—=0. 

Le premier membre de cette équation étant une fonction 

composée de +, y, ... dont la valeur est constante et égale 

à zéro, ses dérivées par rapport à chacune de ces variables 

sont nulles. On aura donc 

dou > 0frar 

0x du 0x  dw0æ 

Qf _ dj du do 
= 

0Y du dy  dœdy ‘| 

Ainsi toute identité f(u,v,...)—=o fournira de nou- 

selles identités en égalant à zéro les dérivées de son pre- 

mier membre par rapport à chacune des variables indé- 

pendantes. 

Ces nouvelles équations peuvent d’ailleurs se concentrer 

en une seule : 

Fa OU 

90. Nous dirons qu'une fonction f(x, y,...) est définie 
(ou jouit d’une propriété donnée) aux environs du point 
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(Æo, Yo: +.) si l’on peut déterminer un nombre positif h, tel 
que la fonction soit définie (ou Jouisse de la propriété de- 

mandée) pour tous les points (x, y, ...) où |[æ —zx|, 

[y —Yol,--. sont ZA. 

91. Taéorkme. — Soit F(x, y,...,u) une fonction des 
variables x, y, ..., u, laquelle s’annule au point 

(To, Vo; CASE Uo)- 

Supposons : 1° qu’elle soit définie et admette des dérivées 

partielles continues F, F,, ..., F, aux environs de ce 
point; 2° que F, ne s’annule pas en ce point. 

On pourra déterminer une fonction des variables x, 

Y,... définie aux environs du point (to, Yo; ...) et pre- 

nant en ce point la valeur us, et qui enfin, substituée à 

la place de u dans l'équation F = o, la rende identique- 

ment salisfaite; cette fonction sera unique et admettra 

les dérivées partielles 

En vertu es O èses al ÉESESURE exIs ence e a con > E tu des h th fait F t ra L 

u» On pourra dé- 

terminer une quantité positive À, telle que, pour tous les 

points (æ,y,...,u) où [æ—%|, [Y — Yol, :.., [uw — w| 

sont 7 h, ces dérivées partielles existent et diffèrent de leurs 

valeurs initiales (F5)o, (F,)o, --., (F,)o de moins de e, en 

nuité des dérivées partielles Fe PMR R, 

désignant par € une quantité positive choisie à volonté, mais 

que nous supposerons moindre en valeur absolue que (F, )s. 

Si donc on désigne par À la plus grande des quantités 

[CE)ol + 8, [(F,)ol +, ... et par Bla quantité|(F,)o| — €, 

on aura, pour tous les points considérés, 

Fo < [Eole RER A ONE EN EERe 

En outre, F,, conservera toujours le signe de (F,,)4. 

Cela posé, soit m + 1 le nombre des variables æ, y, ..., u; 

‘ibn. dé ce 
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L | B 
désignons par # le plus petit des deux nombres , Sr h. On 

aura, pour tous les points (x,+Ax, ..., uy+Au)=(x,..….,u) 

OÙ AT SON RIT EL AUTR, 

RSR = RIT (ya) — EF (a y eur) 

A 8 7 CA PS RNA, 

HE, (Zoo Ar; y5-+ 0 AY, La) AVR. 

+ F, (+ At, Yo + A7, ...,u + 0» Au) Au. 

Chacun des m premiers termes de cette expression à son 

module  Ak. La somme de leurs modules est donc 

ÉUINA LKEAD'h. 

Mais, d'autre part, le dernier terme a son module plus grand 

que B|Auw|. 

Si donc nous posons, en particulier, Au = + h, ce terme 

l’emportera sur la somme des autres et donnera son signe à 

l'expression. D'ailleurs, le facteur 

F,(%0 + At, Yo+ AY, ...,u +0» Au) 

a toujours le même signe, celui de (F°,),. Donc, si l’on pose 

successivement Au — h et Au—— h, on obtiendra, pour 

F(x,7,..., u), deux valeurs de signe contraire. Mais F est 

une fonction continue de w; elle s’annulera donc pour une 

valeur de w intermédiaire entre uy—h et uso + h. Elle ne 

s’annulera d’ailleurs qu'une fois, car sa dérivée garde le 

même signe dans tout cet intervalle. 

Nous avons donc établi qu'à tout système de valeurs de 

x, Y,-.., tel que x—Xo, Y — Yo, ... aient leurs modules 

non supérieurs à X, correspond une valeur unique de w com- 

prise entre uyo—h et uÿ<+h et satisfaisant à l'équation 

F = o. L'ensemble de ces valeurs constituera une fonction 

de æ, y, ... entièrement définie dans ce domaine, et qui se 

réduit évidemment à w, au point (&6; Vos -: +): 

Soient d’ailleurs (x, y, ...) et (x + Ax, y + AY, ...) deux 

points de ce domaine; w et w + Au les valeurs correspon- 

Él: 6 
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dantes de cette fonction. On aura 

o— F(x+Ax, y+Ay,...,u+Au)—F(x,y,...,u) 

LFP: (x +0 AL Ne 

+ F'(x + Az, y + 6, Ay. ...,u) Ay +... 

+ F,,(x + Ax, y + Ay....,u +0, Au) Au. 

Le multiplicateur de Au ayant son module plus grand que la 

constante B, cette équation montre que Au tend vers zéro 

avec AT, AV, #e. 

Faisons, en particulier, Ay =...—0o. L'équation se ré- 

duit à 

Oo EE TEP D ADM EN) AT 

+ F! (x + Az, y....,u +0, Au) Au; 
d’où 

AT FE CL ON DA TERRES UN 

Ari OF (we Az,y, lu 0 AU) 

et à la hmite, en faisant tendre Ax vers zéro, 

du DR ET ba A 

dx" EUE CRE PEUT) 

re VEPOL ; s 4 4 
Les autres dérivées —, :.. se détermineraient de même. 

[# dy 

92. Taéorème. — Soient F,, ..., F, n fonctions des 

m + n variables x, y,...;u,v, w,... s’annulant au point 

(To; Vos -+-5 Uos Vos Wo, ...). St l’on suppose : 1° qu'aux 

environs de ce point ces fonctions admettent des dérivées 

partielles continues; 2° que le déterminant 

OFUNOE NOR 

Ou V0Poidu 
JE NA 

OF COPPUOrRS 

du dr 0w 

ne s'annule pas en ce point, on pourra déterminer un sys- 
tème de fonctions des variables x, y, ... définies aux en- 
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eirons du point (Zo, Yo, ...), prenant respectivement en ce 

point les valeurs U, Fo, wo, ... et qui enfin, substituées à 

larplacentdeu,\v; w,... dans les équations F; = 0, ….., 

F,= 0, les rendent identiquement satisfaites. Ce système 

de fonctions est unique, et ces fonctions admettent des 

dérivées partielles. 

Ce théorème est établi par ce qui précède, dans Le cas où 

l’on n’a qu'une seule équation, et nous pourrons, dans la dé- 

monstration, supposer quil ait été établi pour le cas de 

n — 1 équations. 

Cela posé, pour que J soit Zo pour le point x6, Vo, -..; 

Uos Pos Pos ---, 1 faut évidemment qu'une au moins des dé- 

OF, OF, OF, 
dus 05 0w 

F, 
Jui 

déterminer une fonction w de æ, y, ...; , #, ... qui salis- 

rivées » --. soit différente de zéro. Soit, par 

exemple Zo. On pourra, d’après le théorème du n° 91, 

fasse identiquement à l’équation F,— 0 et qui admette des 

dérivées partielles aux environs du point æ6, Yo, ::.35 Vo, 

0, -... Substituant cette valeur de w dans les équations sui- 

vantes F;,— 0, ..., F,— 0, elles prendront la forme sui- 

vante : x 

LEE à RE MORE 2 ET À ess ®,— o. 

Les fonctions D,, ..., ®,, étant respectivement égales à 

F:, ..., F,, admettront, aux environs du point Z6, Yo, -..; 

V0 Vo, .--, des dérivées partielles 

0®, OF, OF, du 0®, _0F,  0F, du 
lon LUE 5p ge ti Je dv’ 

Le déterminant 

ob, 0, 
de dæw 

=) 08, où, 
96 dw 
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des dérivées partielles relatives à », , ... sera, en négligeant 

les termes qui se détruisent, 

D 0 0, dP, 07, 
dœ Ou  odw dv ou 

du du 
0F; + OPUS À crop 9 À SEM À 5 + .. 
DM, Une F9 DEAR MSA BE Pine Vi se En are NON RE x 
dw du 0 DAUNE 0 CL 

du du 
Remplaçant a Po AE leurs valeurs 

, OP, 
de or ow 
0. ) 9, ) ) 

du du 

cette expression deviendra égale à ie : et, comme GER a au P o FT NE Qu 
ou 

point (Zo; Vos +-.3 Uos Vos Wo, ...) une valeur finie et diffé- 

rente de zéro, J, sera lui-même fini et différent de zéro. 

On pourra donc, par hypothèse, déterminer des fonctions 

9, w, ... des variables indépendantes +, y, ..., qui satis- 

fassent identiquement aux équations P, =0, P;—0,.…..,qui 

seréduisent à Po; os se POUF = T5, M Vie MELUN 

admettent des dérivées partielles aux environs de ce point. 

Substituant ces valeurs de 0, æ, ... dans l'expression de w, 

on obtiendra pour w, 6, w,... des fonctions de x, y, .. 

satisfaisant aux conditions requises. 

93. On donne le nom de fonctions implicites à celles 
qui sont ainsi définies par un système d'équations non réso- 

lues 

(53 Red at ER RE AU) 

La démonstration précédente montre à la fois quences 
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fonctions w, 6, w, ... existent et qu’elles admettent des déri- 

vées partielles. 

L'expression de ces dérivées partielles s’obuendra d’ail- 

leurs aisément en dérivant les identités (3) par rapport aux 

diverses variables indépendantes. On trouvera ainsi, en déri- 

vant par rapport à æ, par exemple, 

| ON TT DO OR à de 
FRANCE du ET AT dev 0x 

système d'équations linéaires dont la résolution donnera 

DIR CO0 Ov 
Le Joe Portail 
0x 0x 0x 

minateur. Ce déterminant étant par hypothèse une fonction: 

.., sous forme de fractions ayant J pour déno- 

continue de x, y, ... et de u, v, ,... qui sont elles-mêmes 

continues en +, y, ... est une fonction continue de æ, y, ..… 

Hailleurs au pont Z6, Yo. on 4 LU, P— Vo, ... et 

J ne s’annule pas. Donc, dans un certain domaine autour de 

ce point, J sera encore différent de zéro, et les valeurs de 

Ou dv 

0x’ 0x 
venir illusoires. 

... fournies par Les équations (6) ne pourront de- 

94. Les considérations précédentes fournissent la solution 

d’une question importante 5 

Soient 

(7) Cri te, PeiL A) CCR, RS AIO RES 

m fonctions des n variables indépendantes æ,, ..., x» 

admettant des dérivées partielles continues. Nous dirons que 

ces fonctions sont tradépendantes s'il n'existe entre elles 

aucune relation qui permette d'exprimer l’une d’elles au 

moyen des autres. 

Un système de fonctions tel que (5) étant donné, propo- 
>» 
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sons-nous de rechercher combien il contient de fonctions 

indépendantes. 

A cet effet, formons le Tableau des dérivées partielles 

AND Er 
0x; UD: Ë 0ZXn 

CARTER PER NUE 
OT 

Avec les éléments communs à un certain nombre de lignes 

de ce Tableau et à un nombre égal de colonnes on peut 

constituer un déterminant. Construisons tous les détermi- 

nants de ce genre. Nous pourrons énoncer le théorème sui- 

vant : 

Tuéoreme. — St l’un des déterminants à p? éléments, 

tel que celui-ci 

DEMO. 
0x: Op 

ne s’annule pas au point (Ë,, ..., &n), et si au contraire 

tous les déterminants à (p +1)? éléments sont identique- 

ment nuls aux environs de ce point : 

1° Les fonctions u,,...,u, seront indépendantes aux 

environs de ce point ; 

2° Au contraire, Upyr, «+. Um POUITON( s'exprimer en 

TONCLON UE Een UlL 

1° En effet, soient v,, ..., v, les valeurs de wi, ..., Um 

au point (£,,..., &»). Les équations (5) étant mises sous la 

forme 

(8) Ji— =, es Un Uno) 

le déterminant des dérivées partelles de leurs premiers 

membres. par rapport à Æ4, 4, Cp, Up «+. Um SET ÉVI- 
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demment égal à (—1})*7? D. 1l sera donc différent de zéro 

au point Te ME ie 0e iebil On pourra regarder les 

équations (8) comme définissant implicitement æ,, ..., Th, 

DR Ur CHIODCHONS de Li, Up) Doi LA AUX 

environs du point (0,,..., ©p; Epyts +, En). À chaque système 
de valeurs &,, ..., Up, Tpy1, ..., Œn suffisamment voisines 

des valeurs initiales v4, ..., Pp, Epy1, ..., En correspondra 

un système de valeurs de x,,..., æ). Donc, réciproquement, 

Ui, -.., Up pourront, par un choix convenable de valeurs 

de æ,, ..., æ, prendre tout système de valeurs suffisamment 

voisin de #1, ..., #,. Donc les fonctions w,,..., u, sont 

indépendantes. 

2° D'autre part, Up41,..., Um Sont aussi des fonctions des 

nouvelles variables indépendantes w,, ..., Up, pyu, +. Œn. 

Mais 1l est aisé de voir qu'ils ne dépendent pas de æh41, ..., 

æA. Soient en effet w; l’une quelconque des fonctions wp44, .……, 

Um; Zx l’une quelconque des variables +4,44, ..., ©; nous 

: du; 
allons montrer qu’on à —— —0 

|; ÔZy 

. On trouve en effet, en dérivant les équations (8) par rap- 

port à 8, 

df: 0x; 9f\ ED of 
a - HR — 0, 
HtTOT, 0Æ 07 ÔZ}, 

VO: OT de NEED FE 
SE +, + HE EP LE HE —0, 
0Xi Oz 0Zn 0Xy OT} 

of; OX, of; UT of; du, 

HEURE Xp Ô0Tp OX}, OZ y, 

; RATE 0x Ôx 
COR TUTO es sep 7), 

Ty OX}, 

ou; ou; 
D — O, et enfin = == 0. 
DE 0Zy 

Donc u»,1, ..., um sont fonctions de w,,..., u, seule- 

ment, et la seconde partie du théorème est démontrée. 
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95. Le cas le plus intéressant de cette analyse est celui où 

m—n. Dans ce cas, pour que les » fonctions &,, ..., Un 

soient distinctes, 1l faut et il suffit que le déterminant TS 

DES ENUE 
OT; 0; 

Je 

DR AUTE 
Dr OT} 

ne soit pas identiquement nul. 

Cela équivaut évidemment à dire que les différentielles 

totales 

of CORRE 
Ne AU 

oJe Jfn 
D AE _. nai Un 

sont linéairement distinctes. 

Le déterminant J se nomme le Jacobien des n fonctions 

WU, -.., Un par rapport aux variables æ,,..., æa. 

On le représente souvent par la notation 

0 CU PRE 
AE ER RU 

O(L:1, nus D) 

afin de rappeler qu'il joue dans la théorie de ce système de 

fonctions un rôle analogue à celui de la dérivée dans celle 

des fonctions d’une seule variable. Voici quelques exemples 

de ces analogies : 

1° Supposons que %1, ..., Æn, au lieu d'être indépen- 

dantes, soient elles-mêmes des fonctions de nouvelles va- 

riables y, ..., Yn, définies. par des équations 

| et EC PA ETES E 

Les fonctions 

Uj—= Ji( Li; ...) Ln) 

deviendront, par la substitution de ces valeurs, des foncuons 
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der Ne rlellesique 

PT lie nn Di AO PE 

et l’on aura Fe donnent 

0®; __ of; dy, a Ofi 09h 
0Yx ni CE dYx x OT dk 

Le déterminant 

RATE NILE) 
LESC LE SEL 
(Yi, .. Van) 

à PL 0®, ee. 
formé avec les éléments ee est évidemment le produit des 

JY re 

deux déterminants 

LR ARENA 
0x; DT? 

MARGE) 

FE SORA 

VER OLh 

et 

09: 00: 

NÉ Ge OT LATE] 

On 0Gn (Yi Yn) 

07; TE 

On a donc 

tn RTE RE AU OU br st n DRAM ONE) 

DOVE) PONT RENTRER NS TRE Yn) 

Supposons, en particulier, que les variables æ soient 

exprimées en fonction des variables w, de telle sorte que 

Vis-..s Yn Se confondent avec u,,..., un. La formule précé- 

dente deviendra 

OU. Un) OCTis--:Æn) 

CRT OU Li ee La) (10) 

Les formules (9) et (10) sont la généralisation évidente de 
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celles qui donnent la dérivée d’une fonction de fonction ou 

d’une fonction inverse. 

VIII. — Lignes continues. — Lignes rectifiables. 

96. Lignes continues. — Une ligne, étant définie comme 

le lieu des positions successives d’un point mobile, sera 

représentée, dans le cas du mouvement plan, par un système 

de deux équations 

RE) ARE (0) 

feet étant des fonctions de la variable indépendante #, qu’on 

pourra considérer comme figurant le temps. Si ces fonctions 

sont continues, la courbe sera dite continue. 

Supposons que { varie de la valeur initiale #4, à la valeur 

finale T. Si les valeurs finales de +, y coïncident avec leurs 

valeurs initiales, la courbe sera fermée. 

Plus généralement, si, pour plusieurs valeurs différentes 

de 4, æ et y reprennent le même système de valeurs, la 

courbe passera plusieurs fois par un même point, que l’on 

appellera point multiple. 

La distance d’un point fixe (£, n) au point (4, x, y) d’une 

ligne continue est une fonction continue de {; sile point (£,n) 

n'est pas sur la courbe, cette fonction ne s’annulera pas; elle 

admettra donc un minimum différent de zéro, qu’elle atteindra 

pour une certaine valeur de {, et qu'on pourra appeler la 

distance du point (Ë,n) à la courbe. 

Soient de même (4,x, y) et (u,£,n) deux points pris 

respectivement sur deux courbes continues 

Do À PRO en CAEN) CPE = CUY, n= D(u). 

Leur distance sera une fonction continue de # et de uw. Si les 

courbes ne se rencontrent pas, elle atteindra, pour un cer- 

tain système de valeurs de £ et de w, une valeur minimum, 

qui sera la plus courte distance des deux courbes. 
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97. Considérons enfin une courbe fermée C continue 

et sans point multiple, décrite en faisant varier # de 44 à 

T'= 1, + w. Elle sera caractérisée par deux équations 

= NAT VE DEA 

où les fonctions F et D sont définies de {4 à tÿ + w, et satis- 

font aux relations 

F(é+owo)=F(t), D +w)—=D(6). 

À chaque valeur de £{ comprise dans cet intervalle corres- 

pond un point différent de la courbe, sauf les deux valeurs 

extrèmes {9 et {9 + w, qui correspondent au même point. 

Soient f(£) et w(t) deux fonctions respectivement iden- 

tiques à F(£) et à D(c) dans l'intervalle de {y à {+ w, et dé- 

finies pour les autres valeurs de £ au moyen des relations 

RO T CAT, SE) Qté). 

Ces nouvelles fonctions seront continues, et les équations 

æ — f(t), y = (6), 

où € varie de — © à + , représenteront encore la même 

courbe que précédemment, décrite une infinité de fois, de 

telle sorte qu’à chaque point x, y de la courbe correspondent 

une infinité d'arguments € différant entre eux de multiples 

de w. 

Cela posé, soient 

(4,æ,y) et (t',x', y') deux points variables pris sur une 

même courbe C continue et fermée, sans point multiple: 

A=V(x'— x} +(y— y)? leur distance: 

l'— 1—= h la différence de leurs arguments. 

Ces arguments n'étant déterminés pour chaque point qu’à 

un multiple près de w, on peut évidemment les choisir de 
6) 

telle sorte que À ne surpasse pas — en valeur absolue. On 
2) 

peut admettre, en outre, qu'il est positif, en échangeant au 

besoin les deux points +, y et x', 7”. 
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D’après les propriétés des fonctions continues, on pourra, 

quelle que soit la quantité positive x, déterminer une autre 

quantité $ telle que, pour toute valeur de 2 moindre que &, 

on ait 
a 
TES L 

Fe 

Donc, si À tend vers zéro, 1l en sera de même de A. 

|æ'— x |< PE CE d’où Pa Ne 

Réciproquement, si À tend vers zéro, 1l en sera de même 

pour XL. En effet, À est une fonction continue de t et de ; 

car la différence entre la distance des points {, t + h et celle 

des points t+ dt, t+dt+h+dh est au plus égale en valeur 

absolue à la somme des distances du point £ au point 4+ dt 

et du point {+ h au point t + dt + h + dh, lesquelles dis- 

tances tendent vers zéro avec dt et dh. D'autre part, À ne 

s’annule que pour À — 0. Donc, parmi tous les systèmes de 

points {, t+ h, où À n’est pas inférieur à une quantité fixe 

9’, 1l en existera un pour lequel A prendra une valeur mi- 

nimum 4’ différente de zéro. Donc, quel que soit d’ailleurs £, 

A ne pourra s’abaisser au-dessous de 4 sans que À s'abaisse 

Si donc A tend vers zéro, k tendra également vers zéro, et, 

au-dessous de 

par suite, la distance du point { à un point quelconque de 

l'arc compris entre les points 4, € + h tendra aussi vers zéro. 

Soit donc e un infiniment petit. Si l’on inscrit à la courbe C 

un polygone fermé P—#,...1;t;,1...t0, tel que chacun dé 

ses côtés ait une longueur au plus égale à e, chaque point p 

de l’arc de courbe qui joint les points {;, {;,, sera à une dis- 

tance de ses extrémités au plus égale à à, à désignant un 

nouvel infiniment petit dépendant de e, et sa distance à un 

point quelconque g de la corde {;t;,, sera moindre que 20. 

98. Or on peut toujours inscrire un semblable polygone. 

Il suffit, en eflet, de prendre les différences #;,, — t; des 

arguments de deux sommets consécutifs suffisamment petits 

pour que les cordes {;t;,, aient toutes une longueur au plus 

égale à €. 
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Si le polygone P ainsi construit présente des points mul- 

tiples, on peut le remplacer par un polygone plus simple 

jouissant des mêmes propriétés. Supposons, en effet, que les 

deux côtés li, et fxlxys Se coupent. On aura évidemment 

ile + bi lp << lili + lrlru L2E. 

Donc l’une au moins des deux distances {;ty, tisitrys sera <e; 

et en substituant à la ligne brisée {;4;,,...tx la droite t;tx, ou 

à la ligne brisée £;:,,...txtr,, la droite {;,,tx,,, on aura un 

polygone P, ayant moins de côtés que P, mais dont les côtés 

auront une longueur au plus égale à &. 

Répétant au besoin cette réduction, on finira par arriver à 

un dernier polygone P’ n'ayant plus de point multiple. 

99. Ce nouveau polygone P’ divise le plan en deux ré- 

sions, l’une extérieure, l’autre intérieure. 

Nous allons établir qu'il existe toujours un point p, situé 

dans la région intérieure, et dont la plus courte distance à P’ 

surpasse une quantité fixe, différente de zéro. 

BOUM Ienaelel en To Losrobetib==(li, Li, Ya):les 

deux points de la courbe C pour lesquels x atteint sa plus 

petite valeur æ, et sa plus grande valeur æ,. La courbe sera 

formée de deux arcs, l’un allant de A en B, l’autre revenant 

de B en A. 

Considérons sur ces deux ares deux points ({,x,7) et 

(£',æ', y'), dont les abscisses soient comprises entre æ5 + $ 

et &, — $, $ étant une quantité fixe arbitraire, moindre que 

Li — Lo Tdi k c VAT L ————: La distance de chacun de ces points à l’un quel 

conque des points À, B étant = $, les différences des argu- 

ments, É—{o, {3 —t, l— ti, ty + w — (', surpasseront une 

quantité fixe y; et, comme l'argument varie de w quand on 

décrit la courbe entière, on en conclut que #/— £ est compris 

entre 2Y et w — 2y. La distance des points {, {’ ne pourra 

donc s’abaisser au-dessous d’une quantité fixe d. 

Cela posé, la distance entre deux points choisis à volonté 
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sur deux portions correspondantes de la courbe C et du po- 

lygone P' est < 20. On pourra donc déterminer sur P’ deux 

points A’, B', dont les distances à À, B soient respective- 

ment << 20; et le polygone se composera également de deux 

arcs polygonaux, l’un allant de A’ à B', l’autre revenant de 

B! à A’. Prenons respectivement sur ces deux arcs deux 

points (£,n), (£/,n/), dont les abscisses soient comprises 

entre #9 +8 +20 et æ, — 8 — 20. Il existe sur la courbe 
des points £, t’ dont les distances à ces deux-là sont < 25; 

leurs abscisses seront comprises entre x,+ $ et Li — $; 

leur distance sera donc 5 d, et la distance des points (£,n), 

(£!, nl) sera 5 d — 4, quantité qui deviendra, lorsque à dé- 

croît, plus grande que d,, d, étant une quantité quelconque 

moindre que d. 

Cela posé, coupons le polygone réduit par la droite 

FEES ET Les points A’ et B' n'étant pas du même côté 

de cette droite, elle traversera chacun des deux arcs A’'B' et 

B'A’ en un nombre impair de points. En remontant cette 

droite à partur de l'infini négatif, on sera d’abord en dehors 

du polygone. Au premier point d’intersection, on entrera 

dans l’intérieur; on en ressortira au second, et ainsi de suite. 

Supposons, pour fixer les idées, que la droite en question 

traverse d’abord l’arc A’B' en m points consécutifs, puis Parc 

B'A' en n points, puis l’arc A’B’ en m” points, etc. La série 

des nombres m, n, m',...contiendra au moins deux nombres 

impairs. Soit, par exemple, m/ le premier nombre de cette 

nature que contient la série. Le nombre m + n + m' étant 

impair, le tronçon de droite contenu entre le (m+n--m')\""e 

point d’intersection et le suivant sera intérieur au polygone; 

d’ailleurs, ses deux extrémités sont l’une sur l’arc A’B/, 

l’autre sur l’arc B'A’. 

Considérons un point quelconque de ce tronçon de droite. 

La somme de ses distances aux portions g et g' des lignes 

polygonales A’B' et B'À’ comprises entre les deux abscisses 

Zo+B+o2ù etxi,—f$— 20 estau moins égale à la plus courte 
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distance de ces deux lignes, qui est > d,. Or, lorsque le 

point se déplace sur le tronçon de droite considéré, sa dis- 

tance à g, d’abord nulle, varie d’une façon continue et devient 

plus grande que d,. Il existe donc sur cette ligne un point p, 

d, 
où cette distance devient égale à —: La distance de ce point 

23 PA 

1 
à q' sera >> 

2 

: : k : UE D 
D'autre part, l’abscisse de ce point étant égale à =, 

p 

sa distance à un quelconque des autres points des lignes A’B/ 

ou B'AÀ’, dont l’abscisse est moindre que x, +8 +20 ou plus 

T'; re To 14% A Q e , s + grande que æ,—f$— 20, sera au moins égale à: —20,. 

quantité qui, pour à assez petit, devient plus grande que 

Ti Lo toute quantité d, inférieure à — 6. La plus courte 

distance du point considéré au polygone P' sera donc >> /, 

{ désignant la plus petite des quantités À d, et d:. 

| 100. Cela posé, le lieu des points du plan qui sont à la 

/ distance 20 d’un côté du polygone P' se compose de deux 

droites égales et parallèles à ce côté et de deux demi-cir- 

conférences reliant leurs extrémités. Traçons ces droites et 

ces cercles pour chacun des côtés de P’. L'ensemble de ces 

lignes auxiliaires décomposera le plan en un certain nombre 

de régions. Considérons, en particulier, celle de ces régions 

qui contient le point p. Elle est intérieure à P’, et tous les 

points de son intérieur seront à une distance de P’ plus 

grande que 20. Elle sera limitée par un contour fermé R sans 

point multiple, dont chaque point sera à la distance 20 de P”. 

Le cercle de rayon / — 29, décrit du point p comme centre, 

sera en entier dans son intérieur. Au contraire, tous les 

points de la courbe C lui seront extérieurs, car leur distance 

à P'est < 20. 

Décomposons le contour R en éléments de longueur < 2 Ô 

par des points de division &, a!, a", .... Soient ab, ab’, ... 
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des droites de plus courte distance menées de ces points au 

contour P’. Ces droites auront 20 pour longueur commune. 

Elles ne peuvent rencontrer sur leur parcours n1 KR n1 P'; car, 

si cela avait Heu, on aurait sur R un point dont la distance à 

P' serait < 20. Elles resteront donc dans l’espace annulaire 

compris entre R et P’. Enfin, elles ne peuvent se couper mu- 

tuellement; car, si ab et a'b', par exemple, se coupaient en 

un point de leur parcours, on aurait évidemment 

ab'+a'b<ab+a'b'< 1h; 

l’une des deux distances ab!, ab serait donc < 20. On aurait 

donc ici encore, sur R, un point dont la distance à P” serait 

< 20. 

Il est maintenant aisé de montrer que tous les points de la 

couronne circulaire comprise entre les contours P’et R sont 

à une distance infiniment petite de la courbe C. 

Considérons, en effet, la portion de cette couronne com- 

prise entre deux lignes de plus courte distance consécutives 

ab et a'b'. Supposons que b soit situé sur le côté £;t;,, et b’ 

sur le côté {4_,tx du polygone P’. La distance reculigne du 

point {; à un point quelconque de la ligne brisée t;ba a'b'tz 

(et en particulier au point {4) sera moindre que 

t:d + ba + aa'+ bb'+ b't,< 100. 

Sa distance à un point quelconque de l'arc de la courbe C 

compris entre {; et {; sera donc moindre qu’une quantité p (à) 

infiniment petite en même temps que à. Mais un point quel- 

conque de l’arc polygonal qui joint {; et {4 est à une distance 

moindre que 20 de l’arc correspondant de C. Si donc nous 

taçons, de {; comme centre, un cercle de rayon &(è) +10, 

il contiendra à son intérieur toute la région du plan limitée 

par les contours P’, R et les droites ab, ab". 

Donc tout point de la couronne comprise entre P’ et R 

sera à une distance moindre que #()+1ioù de l’un des 

sommets {;, et a fortiori de la courbe C, sur laquelle ils sont 

situés. 
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Le contour R est formé de lignes droites et d’arcs de 

cercle. Mais à chacun de ces derniers on peut substituer un 

polygone inscrit dont les côtés soient assez multipliés pour 

que tous ses points soient à une distance de l'arc de cercle 

moindre que la plus courte distance de R à C et à P'. On 

obtiendra ainsi un polygone S uuiquement formé de lignes 

droites et jouissant des mêmes propriétés que R, à savoir : 

1° il n'a pas de point multiple; 2° il contient à son inté- 

rieur un cercle de rayon fini; 3° P'et C lui sont extérieurs; 

4° tout point de l’espace annulaire compris entre P'et S est 

infiniment voisin de C. 

101. On pourrait considérer de même, parmi les régions 

dans lesquelles le plan est décomposé par les lignes droites 

et les cercles auxiliaires, cellequi enveloppe toutes les autres 

et s'étend à l'infini. On verrait aisément, par des considéra- 

tions toutes semblables à celles que nous avons développées, 

que tous ses points sont à une distance de P’ plus grande 

que 29; qu'elle est limitée par un contour fermé R/, sans 

points multiples, enveloppant le polygone P' et la courbe C, 

et dont tous les points sont à la distance 20 de P'; que tous 

les points de l’espace annulaire, compris entre R’ et P’, sont 

infiniment voisins de CG; enfin, qu'on peut remplacer R' par 

un polygone S' exclusivement formé de lignes droites et 

jouissant des mêmes propriétés. 

102. Il est donc établi qu'on peut, quelle que soit la quan- 

tité n, trouver deux polygones S, S' sans points multiples, 

intérieurs l’un à l’autre, entre lesquels la courbe se trouve 

contenue, et tels que chaque point de l’espace annulaire qui 

les sépare soit à une distance de C moindre que n. 

Soient À, À les plus courtes distances de ces polygones à 

la courbe C; n, une quantité moindre que À et W. On pourra 

trouver deux nouveaux polygones S,, S', intérieur et exté- 

rieur, dont l’écartement à la courbe soit <n,; 1ls seront 

évidemment compris entre les deux autres. 

J. — I. 7 
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Continuant ainsi, on pourra former une série de polygones 

intérieurs de plus en plus grands S, S,, ..., et une série de 

polygones extérieurs $', S,,..., comprenant toujours entre 

eux la courbe C et s’en rapprochant de plus en plus. 

Les points du plan seront de trois sortes : 

1° Ceux qui, à partir d’un certain terme de la série, de- 

viendront extérieurs aux polygones S/, S',...; on les nom- 

mera points extérieurs à la courbe; 

2° Ceux qui sont intérieurs à partir d’un certain moment 

aux polygones S, S,,...; on les nommera points intérieurs 

à la courbe; 

3° Ceux qui sont intérieurs à tous les polygones de la 

suite S/, S',..., mais extérieurs à tous les polygones S, 

S1,... Ces points, dont la distance à la courbe est moindre 

que toute quantité assignable, seront situés sur elle. 

Il est donc établi que toute courbe continue C divise le 

plan en deux régions, l’une extérieure, l’autre intérieure, 

eette dernière ne pouvant se réduire à zéro, car elle contient 

un cercle de rayon fini. 

SET 

103. Deux points intérieurs g, g' peuvent toujours être 

réunis par un trait polygonai intérieur à la courbe. Il existe, 

en effet, dans la série S, S,, ... des polygones intérieurs, 

un polygone S; qui les contient tous deux. Par les points g, 

g', menons des droites quelconques qui coupent ce polygone 

en 7'et 7’. Les droites gr, g'r', jointes à l’un des deux arcs 

de S; qui réunissent 7 à 7’, satisferont à la question. 

Deux points extérieurs pourront être réunis de même sans 

traverser la courbe. 

Au contraire, toute ligne continue D, qui joint un point 

intérieur 4 à un point extérieur g', coupera nécessairement 

la courbe C. Soient, en effet, w l'argument dont la variation 

donne les divers points de D ; w,, u' les valeurs de cet argu- 

ment aux points g, q'. 

Considérons l’ensemble des valeurs de # comprises entre 

u, etu’, Gelles de ces valeurs qui correspondent à des points 

a FE Ah, à L 
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intérieurs à C forment un ensemble borné. Soit U son maxi- 

mum. Le point U, appartenant à la frontière entre les points 

intérieurs et les points extérieurs, sera sur la courbe C. 

104. Une ligne L continue et sans points multiples, tracée 

dans l’intérieur d’un contour continu GC sans point multiple 

et ayant ses extrémilés sur ce contour, partage l'intérieur 

de C en deux régions séparées. 

Plus généralement, considérons une région R du plan limi- 

tée : 1° par 2 contours fermés sans points multiples CG, ..…., 

Cr, extérieurs les uns aux autres; 2° par un autre contour 

analogue Cç qui les contient dans son intérieur. On pourra, 

sans partager R en régions séparées, tracer » lignes conti- 

nues L,, ..., L,, réunissant respectivement les contours 

Ci, ..., GC» au contour C,. Mais, cela fait, toute nouvelle 

ligne continue L,,,, joignant deux quelconques des points 

frontières de R, divisera R en deux régions distinctes. 

On exprimera cette propriété d’une manière abrégée en 

disant que l’ordre de connexité de R est égal à nr + 1. 

Ces propositions sont évidentes dans le cas où GC, C4, …, 

C, sont des polygones, et, si ces contours sont courbes, nous 

avons vu qu’on peut les considérer comme des limites de 

polygones. 

105. CourBes RECTIFIABLES. — Considérons une courbe 

définie par les équations 

à Dee LULU) Yo (tt) 

Soient £5, {4, ..., {x, Tune série de valeurs du paramètre ! ; 

Los Vo; La,Y1,-..3 X, Ÿ les valeurs correspondantes de x, y. 

Le périmètre du polygone inscrit à la courbe, et dont ces 

points sont les sommets, sera 

(1) 2 V (re — 2) + (Ya — Ye). 

Si cette somme tend vers une limite déterminée et con- 

stante, lorsque les intervalles 44,,— 1; dans lesquels on a 



100 PREMIÈRE PARTIE. — CHAPITRE I. 

divisé l'intervalle T — 4, décroissent indéfiniment d’ampli- 

tude, cette limite représentera la longueur de l’arc de 

courbe correspondant à cet intervalle. 

Pour que cette limite existe, 1l faut, en premier lieu, que 

la somme (1) ne puisse pas croître indéfiniment par un choix 

d’intervalles quelconque. Or l'expression 

V{( LAPS Doll #3 à Mie Cet Ye k 

est au moins égale à | æxy1 — 24! et à | yass —yxl, mais ne 

peut surpasser la somme de ces quantités. Pour que cette 

première condition soit remplie, il est donc nécessaire et suf- 

fisant que les sommes 

2 | Tru —% |: 2 | Ye Jr 

soient limitées et, par suite, que f (4) et 2 (1) soient des fonc- 

uüons à variation bornée. 

106. Supposons cette condition remplie, et soit EL, le maxi- 

mum du périmètre des polygones possibles. Il faudra encore 

que le périmètre de tout polygone, pour lequel les inter- 

valles {x,, — tx sont suffisamment petits, soit aussi voisin 

qu'on voudra de L. 

Cherchons à exprimer analyliquement cette condition. 

Nous savons tout d’abord (71) que les fonctions f(t +5), 

o(t+8),f (4 —8), o(t— 3), où à est un infiniment petit po- 

sitif, tendent vers des limites f(£ + 0), o(1+o), f(t — 0), 

o(t-—-0). 

Cela posé, soit P le périmètre d’un polygone Il correspon- 

dant aux points de division 44, ..., £x, ... el soit € un point 

quelconque intermédiaire entre {x et {4,,. Introduisons deux 

nouveaux points de division { — à et {+ à également com- 

pris dans l'intervalle de {x à {x,,. Le nouveau polygone IF 

ainsi obtenu différant du premier par le remplacement de 

l’un de ses côtés par une ligne brisée, son périmètre P! 

sera pa Los 

Introduisons le nouveau point de division £. Nous obtien- 

CERN" 408 LPS CR OPA OR PE 
NS A NS. Aa 

Rue 
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drons un troisième polygone Il” qui diffère de Il par le rem- 

placement du côté qui joint les points f(4— à), g(t—û) et 

f(t+ 8), e(t+30) par les deux lignes qui joignent respec- 
ivement ces deux points au point f(£), o(6). 

Supposons que à décroisse indéfiniment ; les points f(4—à), 

o(t—d)er f(t+0), o(t + à)tendront vers les points fixes 

f(E— 0), o(t— 0) et f(t + 0), e(t Ho); et, si le point f(é), 

o(t) n’est pas sur la portion de droite qui Joint ces deux 

points, nous obtiendrons, par l’adjonction du nouveau point 

de division {, un accroissement de périmètre fini. Soit « cet 

accroissement. Le périmètre du nouveau polygone étant au 

plus égal à L, celui du polygone IT ne pourra surpasser 

L — &, et cela quelque rapprochés que soient les points 4, 

lis se, Lx, ..., tant que le point £ ne fera pas partie de cette 

suite. 

Nous arrivons donc à ce résultat que, pour toute valeur 

de £ comprise dans l’intervalle de { à T, le point f(£), o(6) 

doit être sur le segment de droite qui joint les points f(£+ 0), 

g(E+ 0) et f(E — 0), ot — 0). 
107. Cette condition est suffisante. En eflet, soit & une 

quantité quelconque. On pourra déterminer une division en 

intervalles £o, €, ..., tx, ...…, T, telle que le périmètre P du ERA RE > tx , q P 

| € 
polygone correspondant soit > L — -. 2 

1 Da QUE MPSOENNRS 7 
1? Tu 

assujettis à la seule condition d’être tous moindres qu'une 

. une autre division en intervalles 

quantité fixe à; nous allons montrer que, si à est suffisam- 
ment petit, le périmètre P”’ du polygone ainsi obtenu sera 

plus grand que L — &. 

Considérons, en effet, un troisième polygone obtenu en 

prenant, pour points de division, tous les points {4 et tous les 

e 
_ points £;. Son périmètre P” sera 5 P> L — 
2 

Evaluons, d’autre part, la différence entre P'et P’, en sup- 

posant que à ait été pris << 9, 9 désignant le plus petit 

des intervalles 4,,— #4, auquel cas deux quelconques des 
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points {x seront séparés au moins par un point de la 

série 4. 

Soient 2 le nombre total des points de la première divi- 

sion; »' le nombre de ceux de ces points qui n’appartiennent 

pas à la seconde division. Soient, enfin, {4 l’un de ces der- 

niers points, #; et {;,, ceux des points £’ entre lesquels il 

tombe. Le côté £:t;,, du polygone P' sera remplacé dans P” 

par les deux côlés £;4x, txt... 

Or la distance t;t4 diffère de la distance (4x — 0, tx) d’une 

quantité au plus égale en valeur absolue à la distance 

(4, 1x— 0); de même #yt:,, diffère de (4x, tx +0) d'une 

quantité au plus égale en valeur absolue à (4:,,, tx +0); 

enfin 4;4;,, diffère de (tx— 0, to) [lequel est égal à 

(tx — 0, tx) + (x, tx + 0)] d'une quantité au plus égale en 

valeur absolue à (4;, tx —0o)+ (tx; +0, t,,,). On aura donc 

Lite + lpliss — 65 bis 2 2, Lx — 0) + 2x HO, bis). 

Or les distances (#;, {4 — 0) et (4x + 0, t;.,) tendent vers 

zéro avec à. On peut donc trouver une quantité Ô4, telle que, 

pour toute valeur de à inférieure à Ôx, chacune de ces dis- 
L] . £ L! 

tances soit moindre que ——; on aura dès lors 
Sn’ 

E ! ! AT À L 

Lite + lets, Gr li lix <on- 

À chaque point {4 de la première division qui n'appartient 

pas à la seconde, correspond ainsi une quantité 4. Si nous 

prenons pour à une quantité moindre que la plus petite des 
. , s 

quantileés 0,, ..., 0x Fe OL D. nous aurons donc 

I es / = £ S'E 

P Ph litre + trtiis —Glus)zn "es. 
k on 2 

d'où 
€ 

W= Dr = } a: RE dress 

108. Si l’arc de courbe compris entre les points t et T a 
une longueur déterminée L et qu'on prenne un point t quel- 
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conque intermédiaire entre #, et T, les deux arcs partiels £,£ 

et € T auront également des longueurs déterminées L/, L”, et 

l’on aura 
Et —- 17 AE L. 

En effet, L est, par définition, le maximum du périmètre 

des polygones inscrits à l'arc #4 T. Parmi ces polygones, il 

en est qui n’ont pas de sommet en £; mais, en intercalant ce 

nouveau sommel, on ne fait qu'accroitre le périmètre. On 

peut donc, pour la détermination de L, ne considérer que 

les polygones qui admettent £ pour sommet. Or ceux-c1 sont 

formés de deux polygones, inscrits, l’un dans l’arc 4,4, l’autre 

dans l'arc {T. En appelant P, P', P” les périmètres des trois 

polygones, on aura toujours 

P'+P'—P. 

Donc, P étant limité, P’ et P” le seront également, et L, 

maximum de P, sera la somme des maxima partiels L/, L/. 

Il résulte de là que l’arc #,t, où le point £ est considéré 

comme variable de #4, à T, est une fonction de £, essentielle- 

ment positive et croissante. Nous la désignerons par s. Cher- 

chons quelles nouvelles conditions sont nécessaires pour 

qu'elle soit continue. 

109. Lorsque t s'accroît de la quantité 2, l'accroissement 

de l’arc est évidemment égal à la longueur de l’arc compris 

entre les points £ et + L. Intercalons donc, entre tet {+ , 

une série de valeurs intermédiaires £,, ..., {,; écrivons, pour 

plus de symétrie, 4, et t»4, à la place de tet t+ h; l’ac- 

croissement cherché As sera le maximum de l’expression 

n 

DUC METICNEMTICMENTOIE 
0 

lorsqu'on fait varier Le mode de division de l'intervalle; on 

aura, par suite, 

As= f(t1) —f(t), 
> p(h)—9(e). 
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Faisant tendre £, vers £, les secon 1s membres de ces iné- 

valités tendront respectivement vers 

f(t+o)—f(t) et o(t+o) —op(eé). 

à 
Si donc ces expressions ne sont pas nulles, As ne pourra 

décroître indéfiniment avec h, et l’arc sera discontinu. 

En changeant le signe de À, on verra de même que l'arc 

sera discontinu, si 

SALON AMMENAPCEEE D) re AG) 

ne sont pas nuls. 

110. Supposons, au contraire, qu’on ait 

f(t—o)=ftt+0o)=f(t), 
p(i—o)—vp(t+o)—=o(t), 

ce qui exprime que f(t) et o(t) sont continues. [are s sera 

lui-même continu. 

En effet, on aura (72) 

ROHAN AE 

p(E)— pi(t) — ot), 

frs fes 13 22, étant des fonctions continues et non décrois- 

santes. On aura, par suite, 

DUFUMETIUSE LoCéxr1) — o(é)]° 

| f(txr1) RE 
+ [o(tx11) — o(tx)| 

All LA: 

ns ral are 

RACTE) — fa (tr) — fe tr) + fa(lr) | 

AT TRE A UNE o2(6x)| 

g. D (Lier) — (x) + Lx) — fa(tx)] | 
à | + [oi (érss) — DE )] + [oo (41) — Da(éx)] 

2 LCA) —f(O]+LA(E+ h)—f(0)] 

Lot h)—oi(t)]+ lot + h)—o,(e)]. 
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Or chacun des quatre termes de cette expression tend 

vers zéro avec h, puisque fi, f2, &1, © sont des fonctions 

continues. 

Nous nommerons courbes rectifiables celles dont l'arc a 

une longueur déterminée, fonction continue de t. D'après 

ce que nous venons de voir, on les reconnaît à ce caractère 

que les fonctions f(t) et #(4) sont continues, et à variation 

limitée. 

111. Si les fonctions f (4) et #(t) ont des dérivées conti- 
nues au point {, l’arc s aura lui-même une dérivée, égale à 

VS CP + SC. 
On a, en effet, 

J (tri) — J (tx) Ur JUS 0 tr), 

o (Cri ) Ur o(lx) Ce o'(Tr) Cle: TE YA 

74 et 7, étant compris entre {4 et 44,4, et, @ fortiori, entre t 

eUL t/I. 

On en conclut 

S VLC) ne LITE Lo(éx+s ) A o(tx)P 

DA — 1) VF Te) + o(T). 

Or Yf?(74) + 2%(7,) diffère de Wf'?(4) + %2(4) d'une 
quantité au plus égale en valeur absolue à 

D'ailleurs les fonctions f” et +’ sont continues; donc, en pre- 

nant assez petit, on pourra rendre | f/(+4) — f'(t)| et 

| ©'(r3) — v’(t)| moindres qu’une quantité positive quel- 

conque €. : 

On aura donc 

VF) + 97) — VIE +970 | < e V2. 
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Donc 

Go) 7 DVD) SIT + Le Gen) — 9) 

sera compris entre 

7 D Gr — tx) | FECE + 900) +e\2| 

= VF2(E) + pÀ(6) + eva 
et 

Vf?(E) + o'?(£) — €\/2. 

Multiplions indéfiniment les valeurs intermédiaires 44, ..…., 

As à 
tx, ...; la somme (2)tendra vers > qui sera encore com- 

2 

pris entre les deux nombres ci-dessus. 

S1 À décroitindéfiniment, on pourra faire tendre en même 

temps € vers zéro, et l’on aura à la limite 

lim © = VE) Ho t(E). 

112. La région R du plan intérieure à une ligne recti- 
fiable (fermée et sans point multiple) est toujours quarrable. 

Partageons, en effet, le périmètre L de cette ligne en arcs 

f L ’ 4 égaux de longueur > et décomposons le plan en carrés de 

A TR Ap+ 
côté ci Il est évident que chacun des n arcs obtenus ne 

pourra rencontrer plus de quatre de ces carrés. La somme 

des aires des carrés qui rencontrent la frontière de R est 

5 3 L? L? ; 
donc au plus égale à 4n — — aL?, Cette expression tend 

& n° n 

vers zéro quand croît indéfiniment; R est donc quarrable. 

113. Une courbe dans l’espace peut être représentée par 

trois équations 

NON IC MMENTC | 
Elle sera continue, si les fonctions f, ©, 4 le sont. 
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Nous appellerons longueur d’un arc de cette courbe la 

limite du périmètre d’un polygone inscrit. 
| 1 

Des raisonnements identiques à ceux des n° 105 à 111 

montrent : 

1° Que pour que cet arc s existe et soit une fonction con- 

tinue de {, auquel cas nous dirons que la courbe est recti- 

fiable, il faut et il suffit que f(t), #(4), d(4) soient cont- 

nues et à variation bornée ; 

2° Que s est une fonction croissante de {; 

3° Que si f(t), w(£), L(t) admettent au point { des déri- 

vées continues, s admettra une dérivée, égale à 

MO ETEUETEU) 

IX. — Fonctions élémentaires. 

114. Avant d'aller plus loin, il convient de passer en 

revue certaines fonctions particulièrement simples, qu'on 

désigne sous le nom de fonctions élémentaires. 

Fonctions rationnelles.— Considérons l’expression À x”, 

où À est une constante et 7 un entier. En lui appliquant la 

règle du n° 75 pour former la dérivée d’un produit, il 

viendra 
CALE) I Le eS n 
—_—_—_—_—  — — Ur le) = 9 

A x" L T £ 

RARE Her ANT 

La dérivée d’un polynome entier 

ADR D AM ETS 

sera donc 

NP En DA LSETEUS 

: u , 
Celle d’une fonction rationnelle —; quotient de deux poly- 

p | 
nomes, s'en déduira immédiatement (75). 

115. Logarithme. — On donne le nom de logarithme 
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arithmétique de x à la fonction définie par l'équation 

à 
do 

Lorre Es À 
D ct 

la variable x étant supposée positive. 

; A MPANT : 
Cette fonction a pour dérivée — et s’annule pour = 

x 

Elle est d’ailleurs croissante. 

On a, d’après cette définition, y désignant une seconde 

variable positive, 

CLP ARNTLEE 
{ d Log x y — D =— 

s TV x 
d'a # — dLogx+dLogy, 

d’où 
Logæy = Log x + Log y + C. 

Pour déterminer la constante C, posons x = 1,7 =1; les 

logarithmes s’annulent tous; done C = 0, et 

(1) Logxy — Logzx + Log y. 

te APE I ; : 4 
Pour la valeur particulière y — —, cette équation devient 

TX 

I 

(2) | Logæ + Log — — 0. 
CA 6 

Si x tend vers æ, 1l en est de même de son logarithme. 

Soit, en effet, &« un nombre quelconque >> 1 ; dès que x sera 

devenu plus grand que a”, on aura 

Logzæ > Loga'"> n Loga, 

quantité qui tend vers æ avec nr, Log a étant positif. 

Si x tend vers 0, Logx tendra vers — + en vertu de l’équa- 

uon (2). 

116. £'xzponentielle. — Le logarithme de x, étant une 
fonction croissante, ne reprend pas deux fois la même va- 

leur. Il a donc une fonction inverse. On la nomme fonction 
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exponentielle, et on la représente par e*. Cette fonction est 

ainsi définie par l'équation 

x — Log. 

Elle croît avec +, est égale à zéro pour æ——; à 1 pour 

ZT —0; àw pouræ—+x. Pour x —:1, elle prend une va- 

leur déterminée e, que nous calculerons plus tard. 

Elle a pour dérivée 

PARA I AN 

EE Er UNE 

0Y 
Donc 

(3) (nee 

d'où 
Logzxzy = u + 6. 

On en déduit 

TL == ve 4 — En TV en et “Yu 4 

et, par suite, 

(4) ete otre, 

En paruculier, st 6e = — u, il viendra | ù ; 

ÉD.) UE eme Ke 

117. Fonction x”. — Nous désignerons par le symbole 
x"? la fonction définie par l'équation 

(6) y —— CREER 

æ étant une variable positive. 

1m est un entier positif, elle es après la formule (4), > t ter positif, elle est, d’après la f le (4). 

le produit de m facteurs égaux à e“#7 ou x; si mn est négatif, 
ë : MIT 2 

ce sera.le produit de m facteurs égaux à —: Si m est une 
ES Je 
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fraction Z, on aura, cn élevant l’équation (6) à la puis- 
[4 

sance 4, 
TZ ePLoëx — pp, 

Donc y sera la racine positive de l’équation binome ci- 

dessus. Cette racine positive, évidemment unique, se nomme 

la racine q*" arithmétique de æP. 

Généralement, y —zx" tendra vers o, 1, + lorsque 

m Logx tendra respectivement vers — æ, 0, +0. Si donc 

on suppose M» positif et croissant indéfiniment, æ”* tendra 

vers O Ou vers æ suivant que æ Z1ou x >1. 

On a évidemment 

(7) am an — en Logx on Logx — etrn+n)Log x — rer 

(8) (æ”" )e = gnLogan —— ,mnLogx — pmn 

On trouve enfin, en appliquant la règle pour dériver les 

fonctions de fonctions, 

(9) (A ) — ent Log x . — jy — — 111 0 

formule qui n'avait été établie jusqu’à présent que pour 

m entier positif. 

118. Fonctions trigonométriques. — Les foncuons sinx, 

cosæ, langæ, cotæx étant définies comme dans les éléments, 

il est aisé de déterminer leurs dérivées. 

Remarquons d’abord que, si l’on change x en ++ h, les 

accroissements de sinx et de cosx seront les projections de 

Parc À sur les deux axes coordonnés, et leur module ne 

pourra surpasser L. Donc sinx et cosx sont continus. 

On a en second lieu 

0 h 
2 sin — — corde À < h << 2 tang—; 

2 2 
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: ; k 
Si À tend vers zéro, cos à tend vers 1; donc 

a: 
2SIn — 

2 
lim — ZI, 

h 

Cela posé, on a P ; 

sin (2 + })—sin x 

k 
(Sin een 

(10) h 

\ 

et, par suite, 

! 
T : 

— 2) —— COS (F2) ee CR 03 
3 

CD) CCOs Le [si 5 

e ESS 

© |} 

, sinæ \’ cos? x +sin?æ 1 
(12) (tangx) — = — ——; 

COS COS? COS? x 

XS./ o OA cos x \ cos æ + sin? x I 
(13) (cotæ) —[— = — — © —— = — —— 

sin d sin? sin? 

119. Fonctions trigonométriques inverses. — Si nous 
\ 

faisons parcourir à la variable x la suite des valeurs com- 

; T T ; À f 
prises entre £n — — et x + ü (Æ étant entier), la fonction 

D 

u—sinx prendra successivement les valeurs comprises 

entre — 1 et +1, et chacune une seule fois. On peut donc 

réciproquement considérer æ comme une fonction de w, dé- 

finie dans l'intervalle de — 1 à +1. 

Cette fonction v;(u), inverse de sinx, admettra une dé- 
rivée égale à 

I D (—71)# 

(sin) ans mit or DE 

le radical devant être pris avec sa valeur arithmétique ; car, 
T T 

lorsque æ est compris entre KT — _. et £T + 2 son cosinus 

a le signe de (—1}#, 
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La dérivée précédente cesse d’ailleurs d’exister, en deve- 

nant infinie pour les valeurs extrêmes uw — +1. 

120. Considérons l'arc de courbe représenté par l’équa- 

tion 

æ — qR(u). 

Aux deux extrémités de cet arc, on a respectivement 

T : T 
D=KT——-) u= sin (kr? )=— (y 

2 à 
\ 

7j : T 
T=KT+<—S u= sin (kr + ©) = (— 1). 

| 

Si donc k est un nombre pair 2m, on aura pour # =1, 

T 
TZ 2MT + —) 

2 

et pour U—= — 1, 

T 
L=2MT— —: 

2 

Donc 

T T 
Dam(i) = 27 + eo PRG AanRES 

Au contraire, si À est un nombre impair 2m + 1, on aura 

T T 
Dam+1(1) (en x Li 1)T Fa: ae Damsi(— 1) = (2m LE 1)T et Fa 

Il résulte de ces formules qu'on a 

Dam(1) — Don +1 (1), Pom (Co 1) — Domi Ex 1). | 

L'arc de courbe, représenté par l’équation 

Les ox( u), 

se raccordera donc à ses deux extrémités avec les arcs repré- 

sentés par les équations 

M0 a () DOralu): 
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On se trouve donc naturellement conduit à considérer 

l’ensemble de ces divers arcs comme constituant une courbe 

unique dont ils seraient les tronçons, et les fonctions o;(u) 

comme formant autant de branches d’une fonction unique, 

laquelle aura pour chaque valeur de & une infinité de valeurs 

distinctes, au lieu d’une seule, comme nous l’avons admis 

jusqu’à présent. Cette fonction, inverse de sinx, se repré- 

sente par arc sinxæ; et nous désignerons par Arc sinx celle 

de ses branches qui correspond à À — o. 

12170S0rt 

L 1e 

LEA COST SM T | 
3 

/ 

S1 l’on désigne par arc cos u la fonction inverse, on aura 

T 
T'ATC COS LE — — Z—Aarcsinu, 

2 
9 A 

d’où 

/ T : 
arc COSU — — — arc sin u, 

2 
(14) De 

n À ‘ / ææe | 
(arccosu) =— (arcsnu) =; 

\.1 — u? 

le signe dépendant, comme tout à l'heure, de celle des 

branches de la fonction que l’on considère. 

122. L'inversion de la fonction 

HU —tang x 

donne lieu à des considérations analogues aux précédentes. 

Si l’on fait varier x entre Ær el (4 + 1)r, w prendra toutes 

les valeurs réelles, chacune une seule fois. On pourra donc 

considérer réciproquement æ comme une fonction de «, 

inverse de tangx. Cette fonction »;(4) admettra pour dé- 

rivée 

(19) RO Un ee in 1 0 
(lang) 1—+- Lans? 1 + u° 

J. — I. S 
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Les diverses foncuons o4(4) pourront être considérées 

comme autant de branches d’une fonction à valeurs mul- 

üples, que l’on représente par arc tang w. Nous désignerons 

par Arc tang w celle de ces branches qui s’annule pour u = 0. 

X. — Dérivées et différentielles d'ordre supérieur. 

123. Soit u — f(x) une fonction de +, ayant une dé- 

rivée w'. 51 cette nouvelle fonction admet elle-même une 

dérivée, on la représentera par w”, f(x) ou D?x et on 

l’appellera la dérivée seconde de u. 

La dérivée de w” sera la dérivée troisième de uw, et se 

représentera par #”, f(x) ou D°u; et ainsi de suite. 

La différentielle w! dx de la fonction w est une nouvelle 

fonctüon de + dont on pourra chercher la différentielle. 

Cette nouvelle différentielle dépend de la relation qu’on 

voudra établir entre la variable x et lPaccroissement dx 

qu'on lui fait subir. 

Or soient D le domaine dans l’intérieur duquel f(x) est 

supposée définie; E l’ensemble des points intérieurs dont 

l'écart à la frontière est moindre qu’un nombre fixe 0; pour 

tous les points de E, on pourra, sans risquer que x + dx 

sorte du champ, assigner à dx une même valeur constante 

de module 6; dx étant ainsi constant dans E, la diffé- 

rentielle de u'dx y sera égale à u"dx.dx — u"dx?. Getie 

expression se nomme la différentielle seconde de u, et se 

représente par du. 

Si l’on fait décroître à indéfiniment, E s’étendra de manière 

à englober successivement chacun des points intérieurs à D; 

ce qui permettra d'étendre la définition précédente de d?u à 

tout l’intérieur de D. 

De même, d'u aura une différentielle w” dx; ce sera 

la différentielle troisième de u, et on la représente 
par d'u. 
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Continuant ainsi, on aura 

HAUT —UIAT 

Le TA QT la le 

ME cI du FRA CR 
AIRE ele LR = ES PCR | u Z —— ° 

dx ire de 

Chacune des dérivées successives de & est ainsi un quo- 

uent de différentielles, ce qui donne une nouvelle manière, 

très souvent employée, de représenter ces quantités. 

124. Si l’on donne à x un accroissement Ax, la fonc- 

uon f(x) prendra un accroissement 

Af(æ)=f(æ + Ax)— f(x), 
que nous appellerons la différence première de f(x). 

La différence de la différence première sera la différence 

seconde, et se représentera par 4? f(x), et ainsi de suite. 

Posons, pour abréger l'écriture, 

HLCRERTATIS FR 

On aura, d’après la définition précédente, 

(1) LA en r- APRES 

ou symboliquement 

(2) HE {i+A)f" = (1 4 A Er .— (1 se PS 

On aura réciproquement 

Af° = f"—/f", 

AfI=AfI— APS SI f+ ff of fe, 
et généralement 

(3)  Aefi=fn+Afuis Bf2+...+ Ke, 
À, B,..., K étant des coefficients numériques. 
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Pour les déterminer, prenons la différence des deux mem- 

bres de l’équation (3). Il viendra 

Anti fo — Afr+AAfr-i£,,,.+ KAf. 

Mais l'équation (1) peut être mise sous la forme symbo- 

lique 
A RES (f — 2 NS Ari 

Donc 

AU (f—1) (fr + A fnT! SR ET Rene) — (f — 1) AT 

On aura donc, en changeant #7 en n —1,..., 

(4) AE (f — IIATRATLES .— (f — L''RRATRE= (f—1})", 

pourvu que, le développement eflectué, on remplace le der- 

nier terme (—1}* par (—1})"f0. 

125. Les signes d'opération D et À peuvent être permutés 

entre eux; car on a évidemment 

DAf(x)=D[/f(x + Ax)—f(x)] 

=D f(x +Axz)—Df(x) = ADf(x). 

En posant, pour plus de clarté, 

An1f(x)=o(x), 
on aura donc 

p'(æ)= A (a). 
Cela posé, appliquons à la fonction &(x) la formule 

Af(æ) = f(x + Ax) — f(x) = Axf'(x +0 Ax), 

6 étant compris entre zéro et 1. 

Il viendra 

AG) = Aro +0 Ar) = AT:Ar 1f!(x +6 Ar), 

On aura de même 

A TR) AH Are "ee A 
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ÿ, étant compris entre oet 1; et, par suite, 

Anf(x) = Az" f(x + 0 Ax + 0, Ax +...) 

ADR (RAT 

t étant compris entre Oo et». 

Divisant par Az’ et faisant tendre Ax vers zéro, on aura 

à la limite, si f(x) est continue, 

(5) HAVE SE 

126. Soit u = f(x,7) une fonction de plusieurs variables 

of indépendantes +, y; ses dérivées partielles =, <— pourront 
0x dy 

admettre elles-mêmes des dérivées partielles. 

AVAL re , L: Ô re} 

Nous désignerons les dérivées partielles de T par fs: (4,Y), 

: d'10207 1 0%calles 
AE ÿ) ou par D? f, LAON enfin par Ne a 

d Of à 07 1 10: 9 D 2 F. ®f 
ee pat TURC AMTAE fit: y) ou ef Fu ou PTS 

of 

97°? 
a D'ACCES A : 

En général, = représentera la fonction dé- 
DCE OEROLD 

duite de f en y effectuant successivement » dérivations par 

rapport à +, puis À dérivations par rapport à y, puis p déri- 

valions par rapport à æ, etc. 

197. Posons 

DO M) (THAT, Y)T(2, Y) 

Ar, 7) = f(x, y + Ay) — f(x, y): 

On aura évidemment 

A,Af(x, y) = f(x + Ax, y + Ay)— f(x + Az, y) 

(6) mitr Y+AY) TJ (Cr, y) 
— AA, f(x, y). 
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Posons, pour plus de clarté, 

A f(x, 7) —9(x, 7). 
On aura 

AA f(x, y)=9(x+Ax, y)—o(x, y) 
= 0, (x + 0 Ar, y) Ax 

= [f(x + 01%, y +Ay)—f,;(x + 4 Ax, y)] Ax 

= fx (& + 0 Az, y + 4 ÀAy) Ay Ax. 

Donc 

AA }(2, 9) 00 A RAT DE ey(X FVAT, YF 9, A). 

Si la fonction f,, est conunue au point æ, y, on aura, en 

faisant tendre Az et Ay vers zéro, 

| 1 : ESrE AA PACE RP 

(7) RERO tir verve 

Si f,,(Z, y) est continue au point x, y, on trouvera de 

même 
1 RL A, Af(x, 7) 

Ve (UN PONS 

et, en vertu de l'égalité (6), 

(8) JDE AAREORE AE 

Nous obtenons donc le théorème fondamental suivant : 

4/1 , \ ° LEP r . : . 1 ! {/4 

TRéorÈmE. — St les dérivées partielles f,, f}; far fix 
. sul e 2 . 24 1! 

existent aux environs du point x, y; si, de plus, fs,, f;+ 

sont continues en ce point, ces deux dérivées partielles 

seront égales. 

On voit par là que deux dérivations successives, opérées 

par rapport à deux variables différentes æ, y, peuvent (sous 

les conditions précédentes) être interverties sans changer le 

résultat final. On en déduit 

DQ'i+n+p..… fe g'+n+p... f 
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en opérant d'abord toutes les dérivations relatives à +, puis 

celles relatives à y. 

198. On voit aisément qu'on aura en général 

0 m+n 

0x 7 dy’ 
ART EDEN he (a+ tAx, y +t, Ay) Az" Ay?, 

{étant compris entre o et m7, {, entre o et n. 

Si donc la dérivée partielle d'ordre » + n, qui figure au 

second membre, est continue au point æ#, y, on aura, en fai- 

sant tendre Ax et Ay vers zéro, 

D cé 7) Ke A’ Ar æ, y) ù 

(10) dx" dy" an Ax" Ay" 

1929. Considérons maintenant la différentielle totale 

Of Of 
dd + — d 
J 0x dy Y 

de la fonction f(x, y). La différentielle de cette différen- 

elle, prise en supposant dx et dy constants, se nomme la 

différentielle seconde de f, et se désigne par d?f. La difté- 

rentielle de d?f sera la différentielle troisième d°f, et ainsi 

de suite. 

On a, d’après cette définition, 

er Éd an) dy | d (FRoT de (Sa L'ÉRTNTTUE pr ag dy) de + (SE FRA HET dy ) dy 

0 ï Of. 0? : 
RES ZT +2 Ha) dy ARTE 

et, plus généralement, 

g'"* d'""f 

A ag M arm + m Er CRUE MES Le 

+ m(m—1)...(m— n +1) air den dy 

PDT ROME ON ON F 
d"! 

+... + Ljym 
OC 
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ou, sous forme symbolique, 

(11) d"f= (se de + dy)" / 

Cette formule étant vérifiée pour dfet d?f, il suffira d’éta- 

blir que, si elle est vraie pour un nombre m, elle sera vraie 

pour —- 1. 

Pour cela, différentions cette formule. Nous obtiendrons 

évidemment un résultat de la forme 

d'+1 CRE d'"+1 vÉ 

LT de Peer Te a+ ae À, ———— SET ” 5 dx" dy IS 

à 1 1 
re A d"+ LS drxm+i-n dy" Are + Die LYS 

fn dr"+i-n dy" 

Il reste à vérifier l'expression des coefficients numé- 

riques À. 

Or. le terme général 

0 dgrer À 

An da+i-n dy" 
dx "+! — dy nl 

provient de la différentiation par rapport à æ du terme en 

dx"? dy" de l'expression de d”f et de la différentiation 

par rapport à 7 du terme précédenL. Ces termes ayant res- 

pectivement pour coefficients 

m(m—1)...(m—n+1) à m(m—1)...(m—n+2) 
EE e ee 

1.2.,.7 NT RE 
2 

À, sera égal à la somme de ces deux quantités, soit à 5 | Ù 

m(m—1)...(m—n+2) TRS 
LT ee 

2...(/—1) n ÿ 

(Mm+i)m...(Mm—n+2) 
Re D Dr A Lutte Di cer OT ES OS ET IT 

LT /L 

ce qui confirme la formule. L 

430. Soient « et v deux fonctions d’une cu de plusieurs 
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variables. On aura généralement 

d'(uv)= +6 d'u + m d'u de + 

12 M(IIM—1)...(M—nN+1 
(2) | RE rater) d"-rud"o+...+ud"p 

RÉ RE: 

En ellet, Au et Av étant les accroissements de «u et de », on 

aura 

A(ue)={(u+ Au)(e + Av) — up = +6 Au + u Ar + Au Av. 

Négligeant le terme du second ordre Au Av, et remplaçant 

Au, A par leurs valeurs principales du et de, on aura, pour 

valeur principale de Aus, 

dus = + du + u dv, 

ce qui confirme la formule pour m = 1. 

D'ailleurs, en la supposant démontrée pour le nombre m, 

on verra, Comme précédemment, qu’elle est vraie pour 

nm +1. 

131. Plus généralement, soit V = f(u, e) une fonction 

quelconque de & et de r, w et 6 étant encore des fonctions 

d’une ou de plusieurs variables indépendantes +, y. Propo- 

sons-nous de déterminer les différentielles successives de V. 

On a pour la différentielle première, ainsi que nous 

l'avons vu, 

Of Of PAPE SEE A 
du de 

Pour calculer la différentielle seconde d? V, il faudra diflé- 

Ÿ # rentier cette expression. Or —— et sont des fonctions de w. 

‘, qui ont respectivement pour M fe 

DO, lof, 0 
1e 0e, 

du? SR du dv < du dv es dpt" 

D'autre part, du, de dépendent de x,7,... et ont, par 

définition, pour différentielles d'u, d?6. Appliquant la règle 
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trouvée pour différentier un produit, il viendra donc 

2 L. 

av = (du + de) du + (EE du + DE 0e) de 
0 du dr du dv de? 

\ 

2 2 

= a+ du dv + TE Ps + CL du L + ae. 

Une nouvelle différentiation donnerait d' V, et ainsi de 

suite. 

On voit, par les formules qui précèdent, que dV a la 

même forme que si w, © étaient des variables indépendantes; 

mais 1l n’en est pas de même des différentielles suivantes : 

d’V, par exemple, contient des termes en d?u et d?e qui 

n’existeraient pas dans cette hypothèse. 

XI. — Changements de variables. 

132. On a souvent l’occasion de substituer aux variables qui 

figurent dans une formule de nouvelles variables ayant avec 

les premières une liaison connue. Nous sommes actuelle- 

ment en mesure d'indiquer les règles à suivre pour effectuer 

celte opération lorsque les fonctions à transformer con- 

uennent des dérivées. Nous allons les exposer en commen- 

çant par les cas les plus simples. 

TuéorëmMEe Ï. — Soit y—F(x) une fonction de x 
18 à 

que x, au lieu d’être une variable indépendante, soit lui- 

» «+: SUPPOSONS 
j Fr x f . dy 

ayant pour dérivées successives Ta 

même fonction d’une nouvelle variable t, et soient x", 

x", ..., Vl,#",... les dérivées successives de x et de y par 
rapport à t. 

On demande de trouver les relations qui existent entre 

ay TN AT 
dx’ dx! PEAU. 
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y étant, par rapport à {, une fonction de fonction, on aura, 

par la règle connue, 

Dérivant de nouveau par rapport à {, en remarquant que 

dy : : an 
TE st une fonction de +, qui est lui-même fonction de t, on 
T É 

aura 
» 

[LI d 2 d [4 #? = Ta + SL æ ; 

Dérivant encore, on trouvera 

3 d? ° 
mm 2. 13 5 4 IRAN Y mr — LIL rx" + 1 

“ dx dx? l à 

DDaTr 
ee EDIT 
0 + 0 

Résolvant ces équations par rapport à 

trouvera réciproquement 

= nr Err rene: | ...e Le ; Dome: : 
dx LA dx? x'3 

(1) CYR Y LYON LV 

On remarquera qu’en appelant d, x, d’x, ..., di y, dy 

les différentielles successives de x et de y par rapport à la 

nouvelle variable #, on aura 

MS SES PRIS Le AE 
dt dt dt? 

d’où 

AGE RE div 

dudi ro da, 2 

Donc la dérivée de y par rapport à x reste égale au rapport 

des différentielles de x et de y, quelle que soit la variable 

indépendante. 

L'expression des dérivées suivantes est au contraire chan- 

gée. On aura, par exemple, 

dy __dixd?y—d;,r dx 

dx? Pre 
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133. PnrosrÈme Il. — Soit, comme précédemment, 
On POSE 

(29 LL US DAT, CIC |. 

Nous aurons trois équations entre x, y,t,u. On peut donc 

considérer x, y, u comme des fonctions de t. Cela posé, on 

AP 
demande d’exprimer _ Ds en fonction de t, u, 

ar LT 

du du 

dt” dû? 

Prenons les dérivées successives des équations (2) par rap- 

port à la nouvelle variable indépendante t. Il viendra 

—% 4 du 
MORE ON TT 

PUVUo too rdu 
PT De OR 

puis 

On n'aura plus qu à substituer ces valeurs dans les expres- 

sions (1). 

134. Appricarions. — 1°. Soient x —pcosh, y 

On demande l'expression de la quantité 
rs) 

nn = + [æ! a . 

: 

He) 
RARES 

dx? 

(nous la rencontrerons dans la théorie des courbes, sous le 
2 do do 

nom de rayon de courbure) en fonction de o, 0, PET ET 
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On aura 

d 
g' = cos 0 — psin6, 

, _ dp « Y = 775 Sin 0 + p cos ÿ, 

d ( 
x" — DE 005 > 2 sin  — p cos 

de d 
ce ge Sin 9 2 25 cos — p sin Ü 

et 
Se , 3 ; 3 dy*\° ve\ (ty) 
R (x! + y 2 

ay" y'x 

o 0° 2 
NE nr TEROES 

z'y"—y'x"= É cos D—p sin ) (LE sin Ü "a2 # COS 0 —p sin6 ) 

(5 sin Ÿ + 0 cos ) ( COS 0 — 2 — . sin ÿ — pe0s6) 

cs QU NACRE NET Es cure 

3 

CRE 
AU Mare) 
[do _ d?p > 

de M er 

139. »° Les deux variables x et y étant liées par une 

équation, on demande d'exprimer les dérivées x', x”, . 

de x par rapport à y en fonction des dérivées y', y”, 

de y par rapport à x. 

On a, par le théorème sur la dérivée des fonctions inverses, 

] 
Es. 

EEE ET Le 

34 

Prenons la dérivée de cette équation par rapport à la nou-. 

velle variable indépendante y. En remarquant que y’, 7", ... 
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sont des fonctions de x, qui lui-même est fonction de y, le 

théorème sur la dérivée des fonctions de fonction donnera 

1 LAPS RE 
7 RH EE MIE 

/ 1m 12 1e NP 4 
TEE V4 3y ben 3 mn T4 

me PE To m Ya 13 
KA Éà 4 

So 0,0 »s Se. 6 6 Ùe Lie ele she or sr eo at tas ele ele ne els ere 

136. Les fonctions de plusieurs variables donnent heu à 

deux questions analogues, que nous allons traiter. 

ProBzÈème II. — Soit z une fonction de deux variables x, 

y. On pose x=f(t;u), y = (4, u), tet u étant deux nou- 

celles variables. On demande d'exprimer les dérivées par- 
03 NUE 0 E0W0 ES 23 

tielles PRE REED PDT DER à 

03 0z ‘°5 

De Ou on CUS 

-*. en fonction de t, u, 

z étant fonction de +, y, qui sont eux-mêmes fonctions 

de {, u, sera une fonction composée de ces deux nouvelles 

variables. Prenons ses dérivées partielles successives; 1l 

viendra 

[és _ dde 0: 0 
RCE M MOIS 

0= 0z 0x 0: dy 

Qu — 0x du dy du 
= © > 

_ 
— . LUS . 

puis, en remarquant que —, — sont des fonctions de x, y, 
0x dy 

eux-mêmes fonctions de £ et de u, 

02 At (SE 0x 0?z æ) 0x 03 dx 

dx, dt  Oxdy dt) dt 0x dE ? 

: 0x dy dt dy? dt) dt dy dE 

ch) 025 VOTE SUO0X OV 0072 T0 
= (5) +250 à Un 

VOA RAM es LEUR 
OTNOL y dE 

sé be D on 
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el 

Da UTEROm OX |." 07 2" dz OT 0H) 02 07 
(5) dtou 0x? dt Ou  Oxdy\odt du du dt 

Ldsdydy , ds de | ds dy 
dy? dt du 0x dtou dy dtou 

DRE OS, dx es d'z 0x dy d?z dy 

(6) Ou? 0x? \ du dx dy du du 5 dy? Vdu 

DT 03 dy 

On calculerait de même les dérivées troisièmes, etc. 

Cela posé, les équations (3), linéaires en =, permettent 
dx" 0y 
05 ‘03 18$ 

d'exprimer ces quantités s en fonctions de PT des déri- 

vées partielles de x et y, lesquelles sont des fonctions con- 
: ; 023% 0z 

nues de £, w. Portant ensuite les valeurs trouvées pour EQr 

dans les RAR (4), (3), (6), on pourra les résoudre par 

rapport à LE rte de même pour les dérivées des ; Tr qe 
PP 0x? 9r0y” dy°° 

ordres supérieurs. 

Cette méthode est évidemment applicable à des fonctions 

d'un nombre quelconque de variables. 

131. Remarque. —On ne doit pas perdre de vue que la 

Rte ; da à : 
dérivée partielle Fe d’une fonction de deux variables +, y 

TL 

est, par définition, la dérivée de 3 considéré comme fonction 

de x, y restant constant. Si nous remplaçons y par (x, uw), 

de telle sorte que les nouvelles variables indépendantes soient 

x et u, la nouvelle dérivée partielle par rapport à æ sera la 

dérivée de 3 par rapport à x, u restant constant. De ce 

changement de définition résulte naturellement un change- 

ment dans la valeur de cette dérivée partielle. 

Soit, par exemple, z=— F(x, y). On aura 

03 OF 

0x 0x 
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Mais, après le changement de variable, on aura 

0: _0F OF do 
dx dx Jo 0x 

2 Pro (Mu E 

138. Æremples. — 1° Soient +, y, 3 trois variables indé- 

pendantes. Posons 

x alt + OÙ 4 cv, 

y=at+b'u +c'vr, 

3 = a"t+ b'u + c'v, 

a, b, c, ... étant des constantes choisies de telle sorte que la 

substitution soit orthogonale, c'est-à-dire qu’on ait 

+ Y+ 2 = + u?+ p?, 

Cette condition fournira le système d’équations suivant, 

a +a" +a"? —=1, 

D? IS OPREE D A MEETTS 

CLIC IN Ce dt 

ab + a'b'+ a"b'—o, 

bc + b'c + b'c"—= 0, 

ca +c'a + c'a"—=o, 

ou le suivant, qui lui est équivalent, comme on sait, 

La" NA DNA CLR TS 

L'ORDRE CENE T, 

9 a”? + p'? + c’2 Ï 
(7) 

aa + bb" +cc' —0o, 

a!a"+ b'b"+ c'c!"— 0. 

EU O0 UC CS 0, 

Soit maintenant V une fonction quelconque de x, y, 5. 
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Considérons les deux expressions 

oV oh OV ” dV\? 

ee dy “ se) i 

QV 1 2 V à dV 

dx? 0Y° 3°? 
| 

qui se présentent dans un grand nombre de problèmes, et que 

M. Lamé a nommées les paramètres différentiels du pre- 

mier et du second ordre de la fonction V. Proposons-nous 

de les exprimer au moyen des dérivées partielles de V par 

rapport aux nouvelles variables £, w, 6. On aura 

LA PARA ET GUN LA 
ÉTROT EANDETTE 05° 

OV OV , OV »0V 

AVIMP TOM a OV MOV 

de x dy De 

LA CHA ue V "2 d V MMA | 

JP 0x? \ dx dy 4707, 

PAPE d2V 1 à d V OV ) 

0x dy dy” dy PE 

ro dV 2 0° V HA \ 

Sub dx. 0z dydz — 1E SN 

RS a? 0? M Les a? 0? \ L a'> PV 

MORT dy? a 52 

+2aa y +oa'a" GA + 92a"a ca 
MO RO IV ONos ON Vi so 

dV RUN) UN AU 

ou? p or: G y? 274 =? 

NO F MR Q LV DE 

PAU dx 0: d'u RP PATES 

RANGER LA Re 2V VA 

Op —" 0 0° 0° 
AOAN! ALAN PGA 

RO Ma Noa à { de ox. 
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Ajoutons les carrés des trois premières équations. Il vien- 

dra, en tenant compte des équations (5), 

‘V\?. /oV di OV =(Y 9 aV tt ae 

(Se) + (x) Dé RBAIE (Tr Ka 

Les trois suivantes, ajoutées ensemble, donneront de 

même 

9 V 2 V Hav s AV d°V AV 

dt Le du? É, dr? dx? x dy? 03°? 

La forme des paramètres différentiels n’est donc pas 

altérée par une substitution orthogonale effectuée sur les 

variables, et c’est à cette circonstance que ces expressions 

doivent leur importance en Analyse. 

139. 2° Posons 

æ — p sin 0 cos, y —=psinÿ siny, 2—p COS 0, 

) Ë N . 5 : 

ct proposons-nous d'exprimer les paramètres différentiels 

de V en fonction des nouvelles variables p, 6, à. 

Le changement de variables qui précède équivaut évidem- 

ment aux deux suivants, opérés successivement 

D ET CQSU y =rsinY, ES 
et i 

Effectuons le premier changement de variables. Il viendra 

# Te cos d + D sind 

OV OVER ON 
7Ÿ or np 2 r cos, 

Le == D cosy + a 4 cos Ÿ sind + _ - sin*Ÿ, 

0» AA Se é O°W, 

y 7° 
DE — FC] ? sin? 24 — 

OV L 
nr COURT SIN tl, 

rs 0Y 1 0x 
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On en déduit immédiatement 

AURA OV RON VRAIS 

CHA 0? V 1 OV. dV 2 V 

dr? r? od? Dr dx? qi dy? 

D'ailleurs, . el 

paramètres différentuels deviendront donc respectivement 

pus mes TS) + AI 2 

\ or FE ( ( 03 

n'ont évidemment pas changé. Les 

él 

AURA AV 
or? 46 r? dd? r or 03° 

Le second changement de variables qui nous reste à effec- 

tuer, à savoir 

2 D COS0, HA SAN 0, VER 

SA ve. ON ON 
n’altérera évidemment pas —; —— et transformera respec- 

dY dd? 
tüivement 

GO ces qu : re OV Lee ü ( =) 

Gr \ 03 de 0° 06 } ? 

DV = 9V se 9? V Had OV Er 'e 

or? | 03 00°? p? 06! dE o do 

Enfin on aura les relations 

120 == TRE + GARE 
de 03 Or 

OV O2. OV 
at ar Ts Psin + ep cosé, 

] 

à « lé Le r1° . OV 

d’où l’on déduit, en éliminant —, ; de 

OV nas À cosû OV 
—— sin0 = ee 

or D p 04 
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Subsbituant ces valeurs dans les expressions précédentes, 

on aura, pour le premier paramètre différentiel, 

(er ? 1 oV\ + 
do) 2 (00) Ÿ & sin: log) ? 

et pour le second 

PV  'HO AV: HVÈT 22V D) MSA cot 0 OV 

dp? pa 100? a p? sin? OÙ? A p 0dp Er AROP 

140. ProBrÈme IV. — Soit zx une fonction de x, y. 

Posons 

(S) PL STICALNER Pan o (ta), 5: D(Lu0S; 

\ 
: AL MAUR UE 

On demande d'exprimer les dérivées partielles —;, —, 
0x dy 

d°3 . - 2 . 1 . 

PR OR fonction de t, u, v et des dérivées partielles pur 

dv de de 

dt” du” dt” 

z étant une fonction de x, y, les quantités x, y, seront 

des fonctions de t et de uw, en vertu des trois équations (8). 

Prenant les dérivées partielles de ces équations par rapport 

à ces nouvelles variables, 1l viendra 

0e _df 2%, O0, of de 
DAME dv dt Dur ou pr de du’ 

dr _do 0 dv dr: 0p ; dp de 
06:19 NNOUNO EE Ou EG OU DS DE 

93 __OŸ  dÙ de Den PhoUroe 
0t dt dv dt” du du dv du’ 
ARE Of ; Di dv 0? CLR op of de os 

D'HDIO E dl de dt À dei. “) de 0 

0 ve lee le re ©) vu, + là S'ù ee eue jé/'e  nte dc '5 à ae BR alt es ets Va nNte t'es re 

+1 ER à ÉRIQET DE - 
ions (3) à (6), lesquelles détermineront ss Ov SF 
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XII. — Changements de variables dans les intégrales 
définies. 

141. Soient x et { deux variables, liées par la relation 

0 MAR 

Nous admettrons que pour tous les points £ d’un domaine 

borné E : 1° la fonction © conserve une dérivée continue et 

différente de zéro; 2° à deux valeurs distinctes de £ corres- 

pondent deux valeurs de x toujours distinctes. 

Cette seconde condition serait, d’ailleurs, une consé- 

quence de la première si E était d’un seul tenant; car il 

serait formé des nombres compris entre deux nombres fixes 

lo, T, et si æ prenait la même valeur £ pour deux valeurs 

différentes 4, et {, de la variable #, x — 6 s’annulant pour 

ces valeurs, sa dérivée +’(t) s’annulerait pour une valeur 

intermédiaire, ce qui est contraire à notre première hypo- 

thèse. 

À l’ensemble E des points £ correspond un ensemble E’ de 

points æ, et si t décrit un ensemble parfait E,, de longueur 

mesurable et intérieur à E, x décrira un ensemble parfait E’, 

intérieur à FE’. 

Soient 

t un point de E,; 

t + dt un point infiniment voisin; 

æetzx + Arx les points correspondants. 

On aura 
Ax =[o'(t)+R]dt, 

R tendant uniformément vers zéro avec dt dans le domaine 

E,. Si donc dt reste inférieur à un nombre fixe convenable- 

ment choisi, R sera constamment moindre qu’un nombre 

| Ax | 

| de 
M+eset m—e, M et m désignant le maximum et le mini- 

arbitraire €. Le rapport restera donc compris entre 

mum de |®/(4)|. 
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On en conclut que E° a une longueur mesurable. Décom- 

posons, en effet, la droite lieu des points £ en éléments infi- 

niment petits dti, dt», .... La somme des éléments qui 

contiennent des points de la frontière de E, sera infiniment 

petite. Soit dt; l’un de ces éléments; les points de E, qu'il 

contient étant à des distances au plus égales à dt; de l’un 

d’entre eux #4, leurs correspondants seront à des distances 

du point x; qui correspond à {; moindres que (M + e) dt; 

ils seront donc tous contenus dans un segment Ô4 de lon- 

gueur moindre que 2(M + :) dtx. 

La réunion des segments à; forme un ensemble contenant 

la frontière de E\, et dont la longueur, étant au plus égale à 

Du< 2(M + e) dix, 

est infiniment pete. Donc FE a une longueur mesurable. 

142. Soit maintenant f(x) une fonction de la variable x, 

bornée dans E : ,; On aura 

f(x) = fle(t)1= F(6), 

F étant une fonction de t, bornée dans E,;. 

Nous allons montrer que l'intégrale, soit par excès, 

soit par défaut, de la fonction f(x), prise dans Pintérieur 

de E', est égale à l'intégrale correspondante de la fonction 

F(e)]2'(4) | prise dans l’intérieur de E,. 

Considérons, par exemple, les intégrales par excès. Dé- 

composons E, en éléments mesurables infiniment petits dt, 

dt:, ... et E, en éléments correspondants Ax,, Axs, ... éga- 

lement mesurables. Soient M; le maximum de F(#)|2/(4)| 

dans l’élément dt;; M, celui de f(x) dans l’élément 4x. Il 

faut prouver que les deux sommes 

DMldul DMelâzl 

tendent vers la même limite. 
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Soit {4 la valeur de £ à l’origine du segment d{x; on aura 

| AVA | — | o'(tx) —- Rz | [dt |, 

[Rx| étant Ze si les éléments sont assez petits. D'autre 

part, f(x) et F(£) n'étant que deux expressions différentes 

de la même quantité, le maximum de F(4£) dans l’élément 

| dtx| sera M}, et celui de F(£)|2'(4)] sera compris entre 
M, nx et M, Ny, rx et N; désignant le minimum et le maximum 

de | 4’(4)] dans cet élément. Comme on a 

nrz|0'(t)|Z Ne; 

M,|2'(4)| sera compris entre les mêmes nombres. On aura 
donc 

M; — M} [0'(4x) —+- AR 

[ex] étant au plus égal à N;— ny. 

Or la fonction |/(£)|, étant continue dans E,, l’est unifor- 

mément; si donc les éléments sont assez petits, on aura 

Nr— nr <E, d’où lentes 

Cela posé, la différence 

D MelAre|— D Ml déx| 

sera égale à 

DM CRx— Ex) | dé É 

f Le, =. e ee Pre Désignons par x le maximum du module de f(x) dans E, ; 

le module de la somme ci-dessus sera moindre que 

2eu D |dtx|— 2euE; 

et tendra vers zéro avec €. 

La démonstration serait toute semblable pour les inté- 

grales par défaut. 
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Si f(x) est intégrable dans le domaine E;, ses intégrales 

par excès et par défaut coïncideront; il en sera de même des 

intégrales de F(4)]v'(4)| dans E,; cette fonction sera donc 

intégrable dans ce domaine. 

143. Remarque. — Si nous supposons la foncuon f(x) 

bornée dans E/, nous pourrons faire croître le domaine E, 

de telle sorte que son aire tende vers l'aire intérieure 

de E; celle de E, tendra vers l'aire intérieure de E’, et 

l'égalité 

SC) dr = S, F1 00148 

démontrée ci-dessus, deviendra à la limite 

À d LEtE 
! 

Sr) dx — NF (0) [o'(4)| de, 

sans qu'il soit nécessaire de supposer que E et E! soient me- 

surables. 

144. Supposons en particulier que E et, par suite, E 

soient d’un seul tenant; E sera formé par les valeurs de & 

comprises entre deux nombres fixes {, et T; E7 par les va- 

leurs de x comprises entre les valeurs x, et X correspon- 

dantes à £, et T. 

L'intégrale de f(x), dans le domaine E/, sera représentée 

par 
p 

[ ALU 

si X => #7,; par cette même quantité changée de signe, dans 

le cas contraire, car dans ce dernier cas, nous sommes con- 

venus d’affecter les éléments dx du signe — (55). 

De même, l'intégrale de K(4) ll DE AE SR ER 2 DS 2'(t)| dans E sera repré 

cé nine: M ere mt de © es D “ei ne 

Ladle) Set ac bts à don ibm obtes : 
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sentée par 

AT 

| AREAS 
(1 

si T > {,; par cette expression changée de signe, si T #4. 
) = 1 / C A 0 « / > AU k \ : re D'ailleurs |'(4)| est égal à o(4) ou à — #/(4), suivant 

que cette dérivée est positive ou négative. La dernière inté- 

orale sera donc égale à 

T 

fe F(#)o'(t) de 
0 

ou égale et contraire, suivant que (T —#,)2'(4) est positive 

ou négative. Mais cette quantité a le même signe que X — x,, 

car lorsque £ croît, x croît aussi, si 2’(4) = 0, et décroit au 

contraire, si w/({) <o. 

On a donc, dans tous les cas, 

X T 

[rade [ F(£)o'(£) de. 
0 

On peut donc formuler la règle suivante pour le changement 

de variable dans les intégrales simples. 

Remplacer dans la différentielle à intégrer x par e(t), 

dx pare'(t) dt; prendre pour limites de l'intégrale trans- 

formée les valeurs de t qui correspondent aux anciennes 

limites. 

145. Passons au cas des intégrales doubles. 

Soient æ#, y et uw, v, deux couples de variables, liées par 

les relations 

TEE GCUS PF), VUE 

Nous admettrons que, pour tous les points (w,v) d'un do- 

maine borné E : 1° les dérivées partielles de ©, ©, restent 

continues; 2° que leur jacobien J reste différent de zéro; 
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3° qu’à deux points (w, ») différents correspondent deux 

points (+,y) toujours différents. 
A l’ensemble E des points (u,v) correspondra pour les 

points (x,y) un ensemble E”, et, si(w, v) décrit un ensemble 

parfait et mesurable E,, intérieur à E, (x,7) décrira un 

ensemble parfait E° intérieur à E/. 

146. Soient 

(u,e) un point de E,; 

(u + du, ++ de) = (U, V) un point infiniment voisin; 

(æ,y) et (æ+Ax,y +Ay)=(X,Y) leurs correspon- 

dants. 

On aura 

Az © du + do +R du +R, de = dx +R du +R, dv, 

Ds Der ds +R; du +R, de = dy +R, du +R, dv, 
2 du de 

R, R,, R;, R; tendant uniformément vers zéro avec du, dv 

dans tout le domaine E,. Si donc | du| et | de | ne surpassent 

pas un nombre 5 suffisamment petit, 

[Rdu+R,dr| et |R, du +R, dr] 

resteront moindres que 

e[|du|+]|de]], 

£ pouvant être choisi aussi peut qu'on voudra. 

La distance ds des deux points (u, 6), (u + du, + + do) 

est donnée par la formule 

do° = du? + .dv°. 

et la distance As de leurs correspondants par celle-ci 

As? =— Ax? + Ay?. 

dus. mo 
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En désignant par ds sa valeur principale, on aura 

D 
—= M du?+oN du dv + P dv? 

en posant, pour abréger, 

__{d9 doi \° 
M= (9) HE) 
URGENT TS 
PR) + (Se) 

do do. doi doi 

— Qu dv du d 

Le rapport pe ne dépend que de w, # et du rapport En 
do? ‘ du? 

sa valeur ne sera donc pas altérée si l’on y remplace du, dv 

par des quantités proportionnelles 4, $ telles que l’on ait 

a+ $2%— 1; 1l se réduira alors à 

(D a+ 2% ee LES 291 À 
du de du ou 

C’est une fonction de &w, y, «, 8 continue et toujours po- 

sitive; car elle ne pourrait s’annuler que si l’on avait à la fois 

CES En Up 

du TROUPE du de 

d’où J— 0, ou a = $ — 0. Or, par hypothèse, dans tout le 

domaine E, J est Zo et, d’autre part, æ + f?—1. Donc 

cette tone n admet un maximum M? et un minimum m°? 

tous deux positifs. Donc enfin le rapport est toujours 
s 

ds 
compris entre les deux nombres positifs fixes M et m2. 

D'autre part, | As — ds] est au plus égal à la distance des 

points (x + Ar, y + Ay)et (x + dx, y + dy), laquelle ne 

peut surpasser elle-même la somme de ses projections 

[Ax -- dx|+|Ay—dy|=|Rdu +R, dr| +]R, du +R, de] 

<2e[|du|l+]dr|]<4e ds. 
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As ds As x È : à 
Le rapport —— — + ——— sera donc compris lui aussi 

da do ds 

entre deux nombres fixes M + 4: et m — 4e. 

147. Il résulte de là que, si (u, e) décrit une ligne recti- 

fiable de longueur L, la ligne correspondante décrite par 

(x, y) sera également rectifiable et aura une longueur com- 

prise entre ML et mL. Car si l’on inscrit à ces deux lignes 

des polygones correspondants quelconques à côtés infini- 

ment petits, le rapport des côtés homologues et, par suite, 

celui des périmètres, seront toujours compris entre M + 4e 

etmm—4e. D'ailleurs, si les côtés deviennent suffisamment 

petits, on pourra faire décroître # autant qu’on voudra. 

148. Cela posé, admettons que, le point (u,v) restant 

fixe, on fasse parcourir à du et à de toute la suite des valeurs 

de o à 9, p élant un infiniment petit. 

Le BTE (u + du, e + de) —=(U, V) de un carré Q 

de côté p, et son correspondant (x + Ax, y + Ay)—=(X, Ÿ) 

se confondra sensiblement avec le point (£,n) qui a pour 

coordonnées 

do 26 
É—x+de—=x+ du + dv, 

(20) 09 
NE AY == du RL (ON 
ER ro SEE 

Ce dernier point (6, n) décrit un parallélogramme; car si, 

de étant nul, on fait varier du de Ode, 1 is décrira un 

segment de droite ayant pour DD ECTIOUNIEE et si, 
du Re Sa P 

d'autre part, assignant à du une valeur fixe, on fait varier de 

de o à p, (6, n) décrit un autre segment de droite ayant pour 

LV 
de ) 

de du, la Fa et la longueur de ce nouveau segment 

#4 
projections Les pr ojections étant indépendantes 

n'en dépendront pas non plus. 

Les côtés a, b de ce parallélogramme P auront une lon- 

| 
; 
4 
| 

| 

hits. de. RS ou ee 6 ee Sn de de nur à 
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gueur au moins égale à m9, et son aire sera, d’après une 

formule connue, 

do dy: 
Qu? Qu 

mod = LU F02 PRO 

Dr Oo 

149. Quant au point (X, Y}, sa distance au point (6, n) 

est, comme nous l’avons vu, moindre que 

2e[[du|+ dv] 
el a fortiori moindre que {eo 

Le domaine R décrit par le point (X, Y) sera donc con- 

tenu dans un parallélogramme P’ parallèle à P et de côtés 

a + 8eo, b + 8 eo. L’aire de P’ sera 

a+ 8e0 b + 8ep 
MO RE 1 Q (+) 

(0) 

Mais, d'autre part, R contient le parallélogramme P”, dont 

les côtés sont a — 8e, b — Ses, et dont l'aire est au moins 

NIQ(i-Æ). 
Les aires intérieure et extérieure de R sont donc comprises 

L4 égale à 

entre les deux limites ci-dessus. Elles coïncident d’ailleurs, 

comme nous allons le voir. 

150. En effet, soit plus généralement E; un ensemble 
mesurable quelconque contenu dans E, (qui pourrait être 

d’ailleurs identique à E,); l’ensemble E; décrit par (x, y) 

lorsque (u, e) décrit E, est également mesurable. 

En effet, décomposons le plan des w, 6 en carrés Q de 
A x 

côté p. La somme ÿ Q; de ceux de ces carrés qui rencontrent 

la FO UEs F, de Ex tend vers zéro avec e par hypothèse. A 

chacun d'eux Q; correspond un FA RoE ne P; d’aire 
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au plus égale à 

J; désignant la valeur de J en un sommet du carré Q;. 

L'ensemble de ces parallélogrammes formera un domaine 

mesurable et parfait, enveloppant la frontière F, de E, et 

dont l’aire sera au plus égale à la somme des aires des paral- 

lélogrammes P: (qui, en général, empiètent en partie les 
uns sur les autres). Mais, en désignant par p le maximum 

de |J] dans E,, on aura évidemment 

DiPIE af: ct =) D; 

uantité qui tend vers zéro avec ;& Donc E; est bien q q 2 

mesurable. 

On trouve d'ailleurs aisément l'expression de l’aire de E. 
En effet, à chaque carré Qz intérieur à E, correspond dans FE 

un élément Rx, mesurable comme on vient de le voir, et 

dont l’aire sera de la forme 

Atie | J;| Qz(1 LE nx), 

, ; , : 4 SE \? 
1x étant un infiniment peut compris entre | 1+ —}) —:1 

SE ES M Dur 
et [1 — F) — 1 et dont le module sera par suite inférieur 

7 

à un infiniment petit n, indépendant de . 

L’aire de E’ sera évidemment égale à 

lim © He lim à |J, Qu + nr). 

Mais DA | Qxnx a son module inférieur à 

% z 
L:n De Que}, 

expression dont la limite est zéro, On aura donc pour l’aire 
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cherchée 

E; li J (4 (3 N J < 
1 1m ÿ | kr | Q: A | de 

151. Soit maintenant f(x, y) une fonction de +, y, bornée 
dans E'. Posons f(o,2,)—KF(u,v). L'intégrale, soit par 

défaut, soit par excès, de f(x, y) dans le domaine KE” sera 

égale à l'intégrale correspondante de F(w, e)[J] dans le do- 

maine E,. 

Décomposons, en eflet, le plan des w, v en carrés de côté p. 

Soient Q; l’un d'eux qui soit intérieur à E,; R} l'élément 

_ correspondant de E’, et considérons, par exemple, les inté- 

grales par excès. Désignons par M};le maximum de F(w,v)|J| 

dans Q%; par M, celui de f(x, y) dans R4. Il nous faut mon- 

trer que les deux sommes 

DM MR D Mill (+ nr) Q 

tendent vers la même limite. 

Or, leur différence est égale à 

) à ei 

D EM Med l1Qr— DM Ja ne Que 

Si M’ désigne le maximum de | f(x, y)| dans E' et u le 

maximum de |J| dans E,, le second terme de cette expres- 

sion aura un module au plus égal à 

M'un d QE M'un Fi 

quantité infiniment pelite. 

D'autre part, le maximum de F{u, v) = f(x, y) dans Q4 

est évidemment M,: et celui de F(u,v)[J{, que nous avons 

désigné par M3, sera M}, vx, en désignant par y; une quantité 

intermédiaire entre le maximum N%; et le minimum nn} 

de |J] dans Q%. |J;] est également intermédiaire entre Nz 

et n4. D'ailleurs J étant continu dans E,, la différence N; — nx, 

et a fortiori le module de la différence v3— |J;| tendra vers 
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zéro avec p, et cela uniformément. Il sera donc <e si p est 

assez petiL. 

Cela posé, le premier terme de la différence 

SEM Mel 1Qu= DOME [al 1Q 

aura son module moindre que M'&E,, quantité infiniment 

petite. 

152. Si la fonction f(x, y) reste bornée dans tout le 

domaine E/, l’égalité 

N f(x, y) de — \ F(u,v)|J]de, 
E: E, 

qui vient d’être établie, donnera à la limite, en faisant tendre 

EE , vers E et FE”, la relation 

N AG »)de=K F{u, e) | J | de, 

E" E 

sans qu'il soit nécessaire de supposer que E et E/ soient me- 

surables. 

153. Des considérations toutes semblables s'appliquent 

aux intégrales triples. L’analogie est telle, qu'il nous suffira 

d'indiquer la marche du raisonnement. 

Soient æ, y,3et£, u, + deux séries de trois variables liées 

par les relations 

T—p(lu,6), J — pt u,v), s —o,(t,u,e). 

Lorsque (4, u, v) décrira dans lespace un domaine E, 

(x, y,3) décrira un domaine correspondant E7. 

Supposons : 1° que dans tout le domaine E, les dérivées 

partielles de ©,, ©, w, soient continues, et leur jacobien J 

différent de zéro; 2° qu'à deux points (4, u, v) différents cor- 

respondent toujours deux points (x, y, 3) différents. 

Si (t,u,v) décrit un domaine parfait et mesurable E, 
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intérieur à E, (+4,97, 2) décrira un ensemble correspondantE;, 

intérieur à E' | 

Soient (£,u,v),et(t+dt,u+du,;v+de)=(T, U, V) 

deux points de E, infiniment voisins : leur distance ds sera 

donnée par la formule 

7 lama À A CULA 1 Lee Os AE 

et celle As de leurs correspondants par la formule 

As°— Ax?+ Ay?+ Az, 

expression dont la valeur principale est 

ds = dx? + dy? + ds° 

— (SE AL Ci qu ee . de) +. a 

—= M,dté + M, du? + M,ds?-E 2N, du dv 

+ 2N,dodt+2N;dtdu, 
où 

Lan (98) | re dv: \° 09; 

ME Ze) Me (Ge) corn 

Ne SE NN CRE NE dogs qi, 
du d6 sd 06 dl ss dt du 

ds 
Le rapport de esL toujours compris entre deux nombres 

az 

positifs fixes M et m2. 

D'ailleurs si | d£|, | du|, [dv] ne surpassent pas un nombre 

donné », la distance des deux points 

Ce + Az, y + Ay,5 + As) =(X, Y, 2) 
el 

(æ+ dx, y + dy,3+d3)=(6,n,6) 

sera moindre que 3e([dt|+|du|+]dv|) et, a fortiors, 
moindre que geo, s ne dépendant que de 5 et tendant vers 

zéro avec lui. 

As 
Donc Ta St également compris entre deux nombre: posi- 

C} 
J. — I. 10 
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tifs fixes. Si (4, u, v) décrit une ligne rectifiable, 1l en sera de 

même de son correspondant (X, Y,Z). Le rapport des lon- 

gueurs de ces deux lignes sera compris entre M et m. 

Si (t, u,e) décrit un cube C de côté o, (6, n, €) décrira un 

parallélépipède dont les arêtes &, b, c auront une longueur 

au moins égale à mp et dont le volume sera |J[C. 

Le point (X, Y,Z) décrira un domaine contenu dans le 

parallélépipède dont les arêtes sont 

a +10ep, b+Hi18ep,) c+r18ep, 

ù | : 18€ 
et dont le volume est au plus égal à IC (: re 

ne 

3 ». . 

) . Mais 

ce domaine content le parallélépipède dont les arêtes sont 

a —18ep, b—i1Sep, c—18ep, 

et dont le volume est au moins égal à 

HiC(i PE). 

On en conclut, comme aux n°° 150 à 152 : 

1° Que le domaine décrit par (x, 7,3) lorsque (4, u,v) 

décrit dans E, un domaine mesurable est mesurable ; 

2° Que si f(x, 7,3) = F(4, u,e) est une fonction bornée 

dans E’ ,, ON aura 

N (2, Veide =N F(t,u,v){|J|de; 
E, E, 

les deux intégrales étant prises soit par excès soit par défaut. 

3° Que si f(x, y,3:) est bornée dans tout le domaine E’ 

mesurable ou non, on aura encore 

N J(z; »3)de=K E(s 0/0) 1J40e. 
E E 

154. On traiterait par des procédés tout semblables le cas 
des intégrales multiples d'ordre quelconque ; mais, l'intuition 

géométrique faisant 1c1 défaut, il faudrait traduire en langage 

analytique les démonstrations relatives à Paire du parallélo- 

| 

| 
| 

; 
6 
! 
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gramme ou au volume du parallélépipède et en faire l’exten- 

sion au cas de plus de trois variables. Nous ne nous y arré- 

terons pas. 

155. Soient (4, 6) un point d'un planet (x, y,3)un point 
de l’espace, lié au précédent par les équations 

LUN ANAT SCA 3 = 03(u, 0). 

Nous admettrons que pour les valeurs de (w,e) comprises 

dans un domaine E : 1° les dérivées partielles de ©,, ®, ©; 

restent continues ; 2° les trois jacobiens 

SRE TR A 0 Do 

hou ds nur 0e 
ON OIL de du dv 

GANG MOMIOR GP 

ne s’annulent pas simultanément; 3° à deux points (w,+v) 

disuncts correspondent deux points (+, y, 3) disunets. 

Le point (4, e) décrivant un domaine E, borné et parfait, 

intérieur à E, le point (x, y, 3) décrira une surface. 

156. Soient 

(u,e) un point de E, ; 

(u + du, e + de) =(U, V) un autre point infiniment voisin ; 

(AO T 2er OM AV, SR Az) = (X,.Y, 2). leurs 

correspondants. 

On aura 

do: 00, 
Az = du+ —dv+R du +R, dv, 

ou dv 

Ay — ne du + AE OR du R dé, 
* du de 

AY QE du + 09 dv +R, du + KR; de. 
ou de 



Posons 

Cette dernière quantité aura pour valeur principale 

ds = dx° + dy + d== M du? + 2N du de + P de?, 

j (2%:\ = NW doi dpi TAN Er 
M=X(SE), N=DSES r=y(%) 

, ds 
On verra, comme au n° 146, que le rapport Ts este con- 

2 
slamment compris entre deux nombres positifs fixes M et 7». 

Si nous supposons que | du| et | dv] ne surpassent pas 

un nombre p suffisamment petit, [R|, |R;{|, ... resteront 

moindres qu'une quantité arbitrairement choisie s, et la dis- 

tance des points (X, Y,Z)et 

(En, ©) = (x + dx, y + dy, + ds) 

(et a fortiori la différence As — ds) sera au plus égale à la 

quantité 

[Rdu+R,dv|+...<3el|du| + ]|dr|] <6e do. 

As . 
Le rapport Se restera donc compris entre M + 6e et m—6e. 

do 

On en conclut, comme au n° 147, que, si (U, V) décrit 

une ligne rectifiable, la ligne correspondante décrite par 

(À, Y, Z) sera également recufiable. 

197. Sile pont (U, V), partant de la position initiale (u, +), 

se meut dans le plan des #, 6, le point 

il : | | + | 
90: 00; 

n=Y + du + —2de 
u pue 

sn ot sh HE. 
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, . Mir: . 
décrira un plan, dont l’équation 

A(Ë—zx)+B(n—r)+C(£—3:) —=o 

s'obtient en éliminant du et dé entre les trois équations CE 

dessus. 

Supposons que du et de varient de o à 5, le point (U, V) 

décrira un carré ©, et les projections dn point (£,n, 6) sur 

les plans coordonnés, des parallélogrammes, avant respecti- 
, ] O 1 ÿ | 

vement pour aires | A]Q, [B[Q, |C]Q. Le point (6,n,£t) 

décrira donc dans l’espace un parallélogramme, d’aire 

VASE B+ C0. 

Mais, sis est infiniment petit, le point (X, Y, 2) décrira un 

élément de surface infiniment voisin de l'élément plan déerit 

par (6, n, ); nous sommes donc conduits à lui attribuer une 

aire, ayant pour valeur principale 

VAR BTE C0; 

et, par suite, à définir de la manière suivante l’aire Q, de la 

portion de surface décrite par (x, y, 3) lorsque (uw, v) dé- 

CL ETES 

Nous décomposerons EÉ, en carrés infiniment petits; nous 

multuiplierons chacun de ces carrés Q4 par 

VA? +B:+ Ci, 

A x, Bx, Gx étant les valeurs de A, B, C en un de ses som- 

mets. La limite de la somme 

DVAE+ Bi-+ CiQu 

S Fr | pa 
qui n'est autre chose que l'intégrale double 

VA: Pr mCide, 

E; 

représentera l'aire demandée Q,. 
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Supposons maintenant que E, tende vers E; Q, tendra 

vers une limite Q, égale à 

À VA BEC de. 
E 

158. Lorsque la surface décrite par le point (x, y, 3) est 

un plan, l'aire Q est susceptible d’une mesure directe. Il faut 

donc établir que notre définition nouvelle n’est pas en dis- 

cordance avec cette notion déjà acquise. En désignant par &, 

5, y les cosinus directeurs de la normale au plan, nous aurons 

AND AR MAC SR 
RON Ve A2+ B?-+ C?; 

ot 6 ” V 

notre formule devient donc 

PEN 
(4 

Or \. A |de est bien, comme nous l’avons montré (150), 

l'aire de la projection de Q. 

159. Nous devons encore montrer que l'aire, définie 

comme nous l'avons fait, ne dépend que de la nature de 

la surface décrite par (x, y, 3) et non du choix particulier 

des variables auxiliaires w, ?. Posons, en effet, 

US APTE p — fe(ui, 1), 

U, , étant deux nouvelles variables qui parcourent un do- 

maine F lorsque (w, e) parcourt le domaine E. On aura 

LT Pi( fs fa); RS MAN EST 5 — P3( fi fe) 

et, en appelant J le jacobien de fi, f:, 

dy ds DAATOS UE 

MUR TA 
BB), 
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L'expression de l’aire en fonction des nouvelles variables 

Ui, Fi sera 

N AfHebBiE Ci de — N VA?+ B?+ C:|J| de. 
F F 

Or cette intégrale est bien égale à l'intégrale 

N VAI Bi C de 
E 

prise dans le champ E (152). 

XIII. — Formation des équations différentielles. 

160. On nomme équation différentielle de l’ordre n 

toute équation entre une variable indépendante x, une fonc- 

on y de cette variable et ses n premières dérivées. 

161. Soit y une fonction quelconque, définie par l’équa- 

tion 

(1) F(æ, y) —o. 

En prenant les dérivées de cette équation, il viendra 

0F e JF l— 0 
dx 077 al 

dE HAE A 02 EL Tr OF 4 
v'+ : MES CS ns 2 tenter tenté " 

dx? EIRE dx 0Y . dy° “4 ch dY : 

Be Con EST SR are els Te ts 9) mien a le 1mfs.5 ee oo ee) d'elatersl rene, (ere 

Toute équation déduite de la combinaison de ces équations 

avec la proposée sera une équation différentielle à laquelle 

satisfait la fonction y. Parmi ces équations, il conviendra de 

rechercher celles qui ont la forme la plus simple ou la plus 

avantageuse pour le but qu’on se propose. 

162. Il arrive souvent que des fonctions dont l'expression 

contient des transcendantes ou des radicaux satisfont à des 
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équations différentielles d’où ces transcendantes ou ces radi- 

caux ont disparu 

Soit, par exemple, 

y =arcsin x. 
On en déduit 

d’où 

Prenant la dérivée de cette équation et supprimant le fac- 

teur commun 27”, on aura l’équation du second ordre 

(2) QG —2)y"— xy'— 0. 

On peut déduire de cette Are une formule récurrente 

commode pour le calcul des dérivées successives de y. Pre- 

nons en effet la dérivée mi" de cette équation; 1l viendra, 

en appliquant la formule connue qui donne la dérivée mie 

d’un produit, 

(r— æ°) pr) — 9 mary{tmr) — m(m — 1) 7176 
FE e DV 2 m y (0) — 9 

et, en réduisant, 

(ur?) POP or EE) RP EN 7 APE 0 

Cette formule se simplifie pour la valeur partic ulière x — 0. 

Si l’on désigne par Yo, Y,: .-- Ce que deviennent alors y, 
Var eV MER Le, 

. APR mn /()e FU 4 SEE 

On aura, par suite, 

! / 
M 07 HD, : PME 0: 

ti) CR 
DAS it tue QAR EE 
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163. Considérons en second lieu l'expression 

GRR Pere 

Prenons la dérivée logarithmique des deux membres, 

c’est-à-dire la dérivée de leurs logarithmes ; 1l viendra 

d’où 

(at 1)7#= ny, 
ou, en prenant la dérivée et supprimant le facteur commun 

oh 
2 | 

(3) (&—1)y"+ xy'— n°y = o. 

Prenant la dérivée m'"e de cette équation, on aura la for- 

mule récurrente 

+ mm — 1) 700 + my LE my 00 en? 700 — 0 

ou, en réduisant, 

(æ?— 1) y) (om +1) my (MH EE (mn? — nr?) 700 — 0, 

Pour x — 0, cette formule se réduit à 

(4) JL") — (m— n° ) 74. 

164. L’équation différentielle (3) subsisterait évidemment, 

ainsi que la formule (4) qui en est la conséquence, si l’on 

changeait le signe du radical dans l'expression de y. Elle sub- 

sistera encore si l’on pose 

ME C(x mi Va: )" +. C'(x le Vas)", 

C et C’ étant deux constantes quelconques, car le résultat de 

la substitution de cette quantité dans le premier membre 

de (3), étant évidemment égal à C fois le résultat de la sub- 
f 

stitution de (x+yx?—1})" plus C/ fois le résultat de la 

substitution de (æ — Wr?— 1)", sera nul. 
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Soit, en particulier, G= C/= +, et supposons 2 entier et. 

positif. L'expression 

Votes (x CTE Vz'— 
1)" + 1(x LE Vz—

1)" 

étant développée suivant la formule du binome, les puis- 

sances impaires du radical se détruiront, et l’on obtiendra 

évidemment un polynome entier de la forme 

Le coefficient À, peut se calculer aisément. On a en effet, 

en divisant par x” et faisant tendre x vers æ, 

. #4 
A, EE lim on 

Ro Fa | / EN AOMINT ONE 
= him | 2( 124 ne) AVE, = 

D) À SA >» FE 

Pour calculer les autres coefficients, on remarquera qu’on a, 

en général, 

RATE L' 2280 .(n a 2D)A an: 

VAE (NS TES DD ENT MARS EUR 

d’où 
Vive 

pus 0 

Aero ARE (n meer 2p) (n PAIE 1) y"—2P 
“ 0 

ou, d’après la formule (4), 

(RER DORE 2 D A) 
À AE RS — À rss 2m? n—2p (Ah 02) nt 

Cette relation permettra de calculer successivement tous 

les coefficients, en partant du premier. 

Posons 

d’où 

il viendra 

y —=+(cose + isinp)"+ E(coso — isino)" 

PO I PE Je 

M ft it ne Mid nds it à éd fr CSS. 

ana ter) à 
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ou, d’après une formule que nous établirons plus loin, 

y —={}(cosno +isinno)+t(cos20 —isinno) 

— COS 29 — COS A (arc cos). 

Nous venons donc d'obtenir le développement de cosn, 

suivant les puissances de cos. 

165. Soit, comme dernier exemple, l'expression 

d' (2° ra ju 

on dx" + 

Posons, pour abréger, 

En prenant la dérivée logarithmique de cette expression, 

il viendra 
2n TX 7-4 

hs 

L?— 1 3 
ou 

(æ—1)3 —2nx3 — 0. 

Prenons la dérivée (n + 1)" de cette équation; on trou- 

vera 

(æ?—1)30%4) En +1)2æ%30 0 + 

—2nx3 "HN on(n+r1):0—0o 
à 

ou, en remplaçant 3(* par y et réduisant, 

(x—1)y"+<2xy — n(n+1)y —=0o. 

166. Considérons une équation 

BÉMACIE  RE LES où 

contenant, outre les variables x, y, n constantes €,, ..., Cu. 

Cette équation représente une infinité de fonctions distinctes, 

que l’on obtiendra en donnant successivement aux constantes 

tous les systèmes de valeurs possibles. Toutes ces fonctions 

satisferont à une même équation différentielle de l’ordre n, 

qu'il est facile de former. Prenons, en effet, les n premières 
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dérivées de cette équation; on obtiendra les nouvelles équa- 

tions suivantes : 
FT COR 
dx dy” ire 

SFR OU: 
Ôx? dx dy 0 y? 0Y 4 É 

d"F DR à 

ntre ces équations et la proposée, éliminons les con- 

stantes €, ..., ©, ; nous obtiendrons l’équation cherchée 

DL D RER AS NO) 0 

167. Considérons, par exemple, l'équation 

De me 
——— + ——— I] 

A + À B + À ; 

où À et B sont des constantes déterminées et À un paramètre 

variable. Cette équation, considérée au point de vue géomé- 

trique, représente un système de coniques homofocales. (Si 

nous supposons, pour fixer les idées, AT>B, les foyers réels 

seront sur l’axe des +, à la distance + WA —B de l’origine.) 

Prenons la dérivée de cette équation ; il viendra, en suppri- 

mant le facteur commun 2, 
LA 

T EEE 
RCE LM ED 

' 

O. 

Des équations précédentes, on déduit 

Ù Ÿ: EVER à I 

À + À DV —xy BA pe eye 

D on Me à 
ADN ES FLAN B+i—=y—zxyy". 

Ÿ' v 

Eliminant À, on aura l’équation différentielle de ce sys- 

tème de coniques 
CRE LV — XY 

np TT —- ve + ÆVY 
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ou 
TYY"? de (at y? 9. A su B)y — ay — 0, 

168. Considérons l’équation 

&'+y+2ax+20y+c—=o, 

qui, considérée au point de vue géométrique, représente 

l'équation générale des cercles. Cette équation contenant 

trois constantes, l’équation différentielle qui s’en déduit sera 

du troisième ordre. Pour l’obtenir, nous formerons les déri- 

vées SUCCESSIVES 
æ+yy'+a+by'=o 

(nous avons supprimé le facteur 2 pour plus de simplicité), 

I + y + yy" T° by" —- 0, 

5yY'Y" + yy" + by" = 0. 

Eliminant b entre ces deux dernières équations, nous 

obtiendrons l'équation différentielle des cercles 

(1 ya Er) pp D y VE y7") 0 

ou, en réduisant, 
(1 + y?) y" — GR 0: 

169. L’équation différentielle des coniques a été obtenue 

par M. Halphen de la manière suivante : 

L'ordonnée y d’une conique ést définie par l'équation 

=> 

Dr Re Es el 1 ee RE 2 LC] 
. 

On en déduit, par des dérivations successives, 

ET 

Y—aE(pz+g)(pz +a2gz+r) ?, 
3 

J'=+ p(pat+agæ+r) ‘+(pe+gq}(pat+agæ+r) * 
__} pp +2qgæ+r)— (px +q) 

& (px? + Fr): 

Le pr — gg? 
3 

(pa +2qz+r) 
? Â 
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d’où 

(5) Da PE SV ia 

(pr — q° 4 

et, en effectuant trois nouvelles dérivations, 

6) (ra), 
Si la conique est une parabole, p sera nul. Le second 

membre de l’équation (5) ne contenant pas de terme en x?, 

deux dérivations suffiront pour faire disparaître les autres 

constantes. L'équation différenuelle des paraboles sera donc 

a) (Ér 
IL est aisé d'obtenir les équations (6) et (5) sous forme 

développée. On a, en effet, 

mov HV #i DES 
DERE" ne 0 DES m3 CROP AE (y pri Re en EU 

5 
ITALIE y" 3: 

dy ‘y J PACE 

Portant ces valeurs dans les équations (6) et (5), chassant 

les dénominateurs et supprimant le facteur commun 2, il 

viendra, pour l'équation générale des coniques, 

cie 40 y"3 + 45" y") HN 97"?y"— 239 

et, pour celle des paraboles, 

5 y FIL CIAR — 37"Y"= 0. 

170. Cherchons enfin la condition pour que des fonctions 

Vas Vos «.., Yn d’une même variable + soient liées par une 

équation linéaire à coefficients constants 

Ci Yi + CYa re. CRE Où 

Prenant les dérivées successives de cette équation, :1l 

. 

| 

| 
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viendra 

; Pie DLC, VD +... + Cr! Halles 

et, en éliminant les constantes, 

ÿ: Je Yn 
| ! / 

/ / A 
J 1 J 2 n to) 

a -1) 4 1) es FAT 

On verra dans le Calcul intégral que cette condition est 

suffisante. 

171. On donne le nom d'équation aux dérivées partielles 
d'ordre n à toute équation entre des variables indépendantes 

Lis Lo, ..., Æp, Une fonction 3 de ces variables et ses dérivées 

partielles des » premiers ordres. 

[72. Soit 

FES ue *) Cp y Cyse.) Cn) 0 

une équalion contenant 2 conslantes arbitraires et définis- 

sant une fonction 3 des p variables indépendantes æ,, ..., æp. 

On pourra joindre à cette équation ses p dérivées partielles 

PEUR, 0 05 ee 

OUT: AUDE 0x, ; 

0, 0F os 
0x; T9 0%, 

par rapport à chacune des variables indépendantes æ,,..., Tp, 
à ROD MERNRBNE ; 

puis ses PPRRA dérivées partielles du second ordre 

LAIES J°EFr 50% + (SE) OP dr 
0m HERO T 5? " 

LAN OT IT SIT ST Le dis eh Verte ill te ke mer see se fatetaneg er ete, 6 er, de dre 
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et ainsi de suite jusqu'à ce que le nombre total + 

LT Ep CREATRNS RUE 1).,.(P EPA) | | 

2 LE 1-2: 0ep 

des équations ainsi obtenues surpasse le nombre » des con- 

stantes arbitraires. Éliminant ces » constantes entre les Æ 

équations, on obtiendra un système de k — n équations aux 

dérivées partielles d'ordre p, à chacune desquelles z satisfera, 

quelles que soient les valeurs des constantes ci, ..., Cu. 

173. Exemples. — 1° Cherchons les équations aux dérivées 
partielles des plans " S 

(8) 3= ax + by +c. 

Suivant un usage généralement adopté dans la théorie des 
surfaces, nous représenterons pour abréger les dérivées par- 

uelles 

0x’ dy dx? 0x dy” 0Y° 

par les lettres 
Ps1 0; TN RSS EE 

D'après cette définition, on aura 

3 —p dx + q dy, 

dp —r dx +5sdy, 

dg = sdx +tdy. 

Cela posé, les dérivées premières de l’équation (8) seront 

PU NET PS0) 

et une seconde dérivation donnera les équations cherchées 

(9) = 0, SD, l—0. 

Réciproquement, cherchons à intégrer ces équations, 

c'est-à-dire à déterminer les fonctions 3 de +, y qui y satis- 
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font. On en déduit 

o— 71 dx + sdy — dp, d’où DIÉCONStE=rT, 

os dx +tdy— dgq, d’où és CONS Le 

3 = a dx + b dy, 

3 =ax +by<+c, 

c désignant une constante. 

Les plans sont donc les seules surfaces dont le 3 satisfasse 

aux équations (9). 

174. 2° Cherchons les équations aux dérivées partielles 

des sphères 

(æ—a)}+(y—b}+(s—c)— 7? 

On déduit de cette équation les dérivées suivantes : 

TA +p(zs—cC)—0, 

N—h+Eq(z-c)—0; 
puis 

1+p'+r(z—c)—=o, 

pq +s(z —c)—0, 
1+g?+{t(s —c)—o. 

Eliminant 3 — c, on aura les équations cherchées 

LÉ OST" 72 

NON SRE L 

Réciproquement, cherchons à intégrer ces équations. Elles 

peuvent s’écrire 

LU AT, Dr DS: 1+g?—= At, 

À étant un facteur de proportionnalité. 

Des deux premières on déduit 

(1 + p?) dz + pq dy = À(r dx +sdy) 

ou 
dx + p dz = Àdp 
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ou 

d(æ+p3)=(2+ à) dp. 

x + pz est donc une fonction de p, dont z + À est la dérivée. 

Soit 
æ+pz—="F(p), z+À—=F'(p). 

On déduit de même des deux dernières équations 

y+gz—=%(ag), z+À—=©®"(g). 

Donc | 

s+=F(p)= (4). 
Si cette expression n'est pas une constante, p et q seront 

liés par une relation, et leur Jacobien r£— s? sera nul. Mais 

on a 

(rt—s?) 4 + p?) (1 + g°) — pq =1+p+ q+=0; 

Donc si rt — s? est nul, À doit être infini et, par suite, 

PRE 0: 

La surface sera donc un plan. 

Reste à considérer le cas où 3 + À = F'p — ®'g est une 

constante €. On aura alors 

T+p2z—Cp + a, Y+g2z=cq + b, 

a et b élant des constantes. 

On déduit de là 

(æ— a)dxz+(3—c)p dx =, 

(7 —d)dy +(z—c)gdy —0, 

et, en ajoutant, 

o—(x—a)dx+(y—b)dy +(z—c)dz 

—=id{(x— a} +(y—0b)}+(z—c)]. 

Donc 

(æ— a} +(y— bd} +(z— c)— const. 

La surface est une sphère. 
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175. Considérons maintenant la fonction z définie par 

l'équation plus générale 

RÉ D Ce nn 1) Dali ces Dial O0: 

DUR ET pin Dire ct 0 pl) +5. désignent desrioncfions 

connues de æ1, ..., Æp; 3, Et @,, pr, ... des fonctions arbi- 

traires. Joignons à cette équation ses dérivées partielles suc- 

cessives des ordres 1, 2, ..., 9. Nous obtiendrons ainsi 

| APE Ier ee POP Vies P FR Pr PAIE 
12. -p 

équations dans lesquelles figureront les quantités suivantes : 

1924, ..., Tp, 3 et ses dérivées partielles jusqu'à l’ordre » ; 
; AE) j 0 0 

2° la fonction v, et ses dérivées partielles Re __— 
0x; OXp=1 

d°9: EUR jusqu’à l’ordre bp, la fonction v, et ses dérivées par- 
1 

telles TA jusqu à l’ordre », etc. Le nombre / de ces 
00» 

Bi 

dernières quantités sera évidemment égal à 

nfi+p-ie..+ BAUER |, 
DA PAED 

n désignant le nombre des fonctions ®,, ©, .. 

Donnons successivement à o les valeurs 1, 2, 3, .... Il 

arrivera nécessairement un moment où le nombre X des équa- 

ons surpassera le nombre /. En effet, en changeant bo en 

e+1,on accroît le nombre deséquations de PÉPEAE (PP) 
DNS 0 = 1) 

tandis que le nombre / s'accroît de n PR Le em) 
Det Di L) 

quantité inférieure à la précédente, si p +p > n(p—1). 

Donc, dès que pb surpassera n(p —1)—p, K croîtra plus 

rapidement que / et finira par le surpasser. À ce moment, on 

pourra éliminer entre les Æ équations obtenues les fonctions 

21, -.., ©n et leurs dérivées partielles; on obtiendra ainsi 

k — l'équations entre x,, ..., æ), z et ses dérivées partielles 
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jusqu’à l’ordre p, et la fonction 3 satisfera à ce système 

d'équations, de quelque manière que soient choisies les 

fonctions arbitraires ®4, ..., ©. 

Nous allons faire quelques applications de cette théorie. 

176. Supposons d’abord que l'équation qui détermine z 

soit de la forme 

(10) ÉCUIALRMSEECPAIE0) 

U,, ..., up désignant des fonctions connues des variables 

indépendantes æ,, ..., æ) et de z. Si l’on conçoit que s ait 

été remplacé par sa valeur en æ,, ..., Zh, WU, ..., u) devien- 

dront des fonctions de æ,, ..., æ, seulement, ayant pour 

dérivées partielles 

du, ou, Ôs du; OI 
D HAE ) KE Du F3 à ET. 

0: 03302 ! ÔxX;, 03 0x I P 
2.24 “er "00800. DANSE R 0,8: 219 101 21009. 208778 9 . . 4 n'19 L] L L] L2 L LA] LJ LL L] L] * L | Li . LE] . L L ? 

D A0 dun 02 D our Ou, 03 
FE Up — 2 ,° #7 xp Up — — ss 

RES M0) Le 2Æ0T, 

Pour que ces fonctions soient liées par une relauon telle 

que (10), 1 faut et il suffit que leur jacobien soit nul : on 

pourra donc écrire immédiatement l'équation aux dérivées 

partielles 
DUREE ET 

à laquelle z doit satisfaire. 

Voici quelques exemples : 

177, L'équation 

(11) æ—az—(y—bz) 

représente un cylindre parallèle à la droite (x = az, y = b3). 

En eflet, cette surface a une infinité de génératrices recti- 
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lignes parallèles à cette droite et données par les équations 

T—az—o(a), 

y —03— 4; 

4 étant un paramètre constant pour une même génératrice, 

mais variable d’une génératrice à l’autre. 

En faisant varier la forme de la fonction +, on aura une 

infinité de cylindres différents. Ils satisfont tous à une même 

équation aux dérivées partielles, qu’on peut écrire immédia- 

tement. 

En effet, l'équation (11) établissant une relation entre les 

deux fonctions x — az, y — bz des deux variables indépen- 

dantes x et y, le jacobien de ces fonctions sera nul, ce qui 

donnera l'équation 

dx dx z 0s 
D EN: ARE 

03 p 95 0x dy 

MC Cor 

où © est une fonction arbitraire, représente un système de 

cônes ayant pour sommet le point (a, b,c) et pour généra- 

trices les droites 

z—a n— D 
Ne): — = 0. LA 
2 

L’équation aux dérivées partielles de ces cônes s’obtiendra 

en égalant à zéro Le jacobien 

J (Een D pe y — b LE 

TE RO RUE PSE TC) 0% 

03 ds |’ 
( mo, À At Dir 

— —————————— ———— a — 
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ce qui donne, en eflectuant les calculs et chassant les déno- 

minateurs, 
Oz Ôz 

T—a)—+(yÿ—b)— —=3—0c. 

179. L'équation 

LEA EE OA ED EENC 2) 

représente un système de surfaces de révolution dont les 

parallèles 

a + +2 (a), 
ALT+HbY+Cz= a 

© OQIùN 

À à (99 æ 
sont perpendiculaires à l’axe a=r— 

Ces surfaces satisferont à l'équation 

ZT + 3 
d.r ox 

(0 ee 

ne RE ee A dy 

ou 

be—ay=(cy— ds) +(az—ce) Fe 
180. Une foncuon « de plusieurs variables x, y, z est 

dite homogène et d’ordre n si elle peut se mettre sous la 

forme 

] a , . . T 

Il résulte de cette équation que 37/2 u est fonction de — et q q = 
29 

de Z. On aura donc, en égalant à zéro le jacobien, 

SE ë | CS D 
© 
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ou, en effectuant les calculs et chassant le dénominateur z2+*, 

ARE du | Ou 

0x 9y Ôz 
rnuûœ, 

181. Comme seconde application de la théorie générale de 
l'élimination des fonctions arbitraires, considérons un sys- 

tème de p fonctions 3, &,, ..., «»_, des p variables indépen- 

dantes æ,, .... x), déterminées par le système des équations 

simultanées 

Fi (xs; Lhs 3; A; -) Ap—1» Di; On) EAU: 

NON a STARS O1 00 0 0 00) vb. D'87. 8. 01 d' 016.0 5. 0e, eo €, © 6, 6: à e de . PQ | 

Her 2 > Tps 3: Ays » Ap—1s Pi) HAE = 

où ®1, ..., ©, désignent des fonctions arbitraires de «,, ..., 

4p_1. Nous allons montrer que 3 satisfait à une équation aux 

dérivées partielles d'ordre n, indépendante de ces fonctions. 

Formons, en effet, la dérivée partielle de F, par rapport 

à +, ; elle se composera : 

OF; OF 10z 
0 Des termes — a no PAUL 

de z; nous les désignerons, pour abréger, par D, F,; 

OF, , OF; do, re VE 
Dai FE TE —, dus à la varia- 

» dus à la variation de x, et 

0x: 

; pe da 
tion de a, ; nous les désignerons par D, F; —; 

ELA 

0x; 

2% Des termes ( 

3° Des termes analogues D, F, » +, dus à la variation 

des autres paramètres 2, .... 

Réunissant tous ces termes, on aura l'équation 

0x 0x Da Fi Das + Dai ge eee 0. 

Les dérivées partielles par rapport à do ... donneront de 

même 

da d2: 
DR nDeRre D,,F; DE — 0; 
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Eliminant entre ces p équations les p — 1 quantités D, F;, 
1 

DE; alwiendra 

ox, oc 
De il 0x; 0x: 

ACER ALT — 0; 
DAT 0%, 0%, 0 e 

Ce déterminant, développé, sera de la forme 

ROM BD ED 

O1 - 0: 
a —— , ——— 9 . 

0ENROL: 

Les équations F, = 0, ... donneront de même 

A,B,... étant des fonctions de 

Eliminons entre les équations qui viennent d’être obtenues 

les rapports des coefficients À, B, ...; 1l viendra 

Le premier membre de cette équation sera une fonction 

DEL mr loide VER ….) ES CR RTE SO Cd 
0x; OZ» L RE 

que nous désignerons par F,,1. | 

Désignons par D,.F,.,, la portion de la dérivée partielle 

de F44 par rapport à x; qui provient de la variation de x;, 
La UE 03 
SR EE De 

velle équation 

: on trouvera de la même manière une nou- 

DÉFMMDAE ne 
D, F, D;, F; .... — 0, 

.….. CE] CR 
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dans laquelle figureront, outre les quantités précédentes, les 

dérivées secondes de 3. 

Continuant ainsi, on obtiendra une suite d'équations 

H—=0; iris Dee0 EE 0; + er 0) 

entre lesquelles on pourra éliminer les p — 1 + n quantités 

D APE D Die rt Pr) CE QUI donnera une équation aux 

dérivées partielles d'ordre 7. 

182. Exemple. — Cherchons l'équation aux dérivées par- 

uelles des surfaces réglées. On nomme ainsi celles qui sont 

engendrées par le mouvement d’une droite. Les génératrices 

d’une telle surface auront des équations de la forme 

E,=zx—az—a—o, 

a—=Y —b3—6—0o. 

Trois conditions sont d’ailleurs nécessaires pour déterminer 

le mouvement de la droite. Ces conditions permettront d’ex- 

primer trois des coefficients, par exemple a, b, 6, en fonc- 

tion du quatrième, ©. 

Appliquons la méthode précédente. Nous formerons l’équa- 

tion 
So )z 03 

_p|2%" D = 0 “dy 
NES (ee D,F, ALAN 

0x 0 

ses } | «a ve ee de 

D. 0x dy 

03 0z 
es LA Es E— rem D F 0) >} 9 ne (: pb )DeF+ 6 5 7 F3 

Ôx Ô 

— 0z Oz 
ou, en remplaçant 1 — be par a— et supprimant le fac- y dx 
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LA 0z 
teur commun — » 

dx 

o0=aD,F;+ bD,F; 

On trouvera de même l’équation suivante : 

0—= FE aD,F,+ bD,F, 

NUE: oz 0°z . 935 
== De Ps LI TES MR RES ER 7 PR - He Js +94 RE D dy 

On n'aura plus, pour obtenir l’équation aux dérivées par- 

telles, qu’à éliminer le rapport — entre les deux équations F, 
a 

et F;. 

183. Considérons enfin une fonction 3 définie, ainsi que 

les paramètres &,, ..., 4h _1, par un système d'équations de P 1) » Ap_15 F hi q 

la forme suivante : 

y Cas ce.) lp; 3, L;, ss.) Ap1; Di; or 

(12) 
(HD 0) DER: kg D,,_ f— 0. 

Prenons les dérivées partielles de f par rapport à chacune 

des variables indépendantes +,, ..., æ). En vertu des équa- 

tions (12), ces dérivées se réduiront à leurs premiers termes 

DÉAAPRES D," On aura donc 

Nr 0 Le DATE 0 

Désignons ces équations par 

F0! ..., Épee,0: 

On en déduira, comme dans le problème précédent, une 

suite de nouvelles équations 

Pi A 

Fré=0;, “….…) Fp+n-1 = 0e 

ri 1 

CON VON CONS NP 

Lan, mn. DRE PPS | 

ET 
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Ces équations, jointes aux précédentes et à la primitive 

f= 0, fourniront un système de p + n équations, entre les- 

quelles on éliminera &,, ..., @»_,, w1, ..., w,. L’équation 

résultante sera encore de l’ordre #. En effet, F,, ..., F, 

contiennent 3 et ses dérivées partielles du premier ordre; 

F4, contiendra, en outre, celles du second ordre, etc.; 

enfin F,,,_, contiendra celles du ni°"° ordre. 

184. Exemple. — Cherchons l'équation aux dérivées par- 

üelles des surfaces développables. On nomme ainsi celles 

qui sont définies par le système des deux équations 

Glen) 0; DA 0 

5 et y étant des fonctions de 2. 

On en déduira, d’après la méthode précédente, 

puis 

Ce sera l'équation cherchée. 

Proposons-nous réciproquement d'intégrer cette équation. 

Considérons, à cet effet, les inconnues auxiliaires 

DT et V=zs—pr—qy. 

L'équation ré— s?— 0 exprime que le jacobien de p el 

de q est nul; mais elle exprime aussi que celui de p et de V, 

lequel est égal à 

TO OrT+sSy 
s | = (ri st}, 

S SX + LYy 

est nul. On aura donc 

(13) 32=px+f(p)y + p(p). 
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Il réste encore à exprimer que p et q sont les dérivées par- 

üelles de z, c’est-à-dire que 

dz = p dx + q dy = p dx + f(p) dy. 

Mais, en différentiant la valeur ci-dessus trouvée pour 2, 

il vient 

ds = pdx + f(p)dy +Te + yf'(p)+ 9" (p)]dp = o. 

Si dp — 0, p est une constante et l’équation (15) repré- 

sente un plan. 

Dans le cas contraire, la surface sera développable, z et p 

étant définis par les deux équations simultanées 

RE DEAN PTE CRE 
DOSY JUCD) END; 



VARIABLES COMPLEXES. 179 

CHAPITRE I. 

VARIABLES COMPLEXES. 

I. — Fonctions synectiques. 

185. L'introduction des nombres irrationnels ne suffit pas 

encore pour rendre résolubles toutes les équations algé- 

briques. Il est nécessaire pour cela de faire intervenir une 

dernière nouon, celle des nombres complexes. 

Soit P— Ar Bit, ,,+ K un polynome entier, à 

coefficients réels, contenant une indéterminée £. En le divi- 

sant par & +1, on obtiendra un résultat de la forme 

P—=Q(2+1)-- a+ bi. 

Nous conviendrons de négliger les multiples de £?+1, et 

de considérer comme équivalents, et représentant un seul 

nombre complexe (ou imaginaire), tous les polynomes qui 

donnent le même reste. Parmi ces polynomes, le plus simple 

est le reste & + br lui-même, qui sera la forme normale du 

nombre complexe. La manière la plus simple de former ce 

reste consiste à remplacer partout dans P £? par — 1, 2 par 

” L, LiNpal + I, 4 parc, etc. 

Si b — 0, ce nombre sera réel; si & — 0, on dira qu'il est 

purement imaginaire ; si a = b = 0, il sera nul. 

Un nombre complexe & + br peut être représenté géomé- 

triquement par un segment de droite, dont les projections 

sur deux axes rectangulaires O x et O y soient respectivement 

a et b. Soient p la longueur de cette droite, + l’angle qu'elle 
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fait avec OX; on aura 

p cosy — «a, p sino — b, 

p —Va?+ b?, cosg = 2) sing = 

La quantité o, qui doit être prise positivement, se nomme 

la valeur absolue ou le module de a + br; on la représente 

par la notation | a + bé] ou mod (a + bi). 
L’angle + est argument de a + br; il n’est déterminé 

qu'aux multiples près de 27, lorsque a et b sont donnés. 

Le module, au contraire, est entièrement déterminé; 1l ne 

s’annule que si l’on a simultanément a— 0, b—o, d’où 

GA ID0==10: 

Deux nombres complexes & + br et a — bi, qui ne dif- 

férent que par le signe de la partie imaginaire, sont dits 

conjugués entre eux. Ces nombres ont le même module, 

ainsi que les nombres — @ — bi, — a + bi, qui leur sont 

égaux et opposés. 

S1 la droite représentative du nombre & + bi a son point 

de départ à l’origine des coordonnées, son autre extrémité 

sera au point æ—=a, y —b. Ce point se nomme l’affixe 

de a + bu. 

186. Soient a + bi, a+ b'i,... des quantités complexes. 

Leur somme 

(a+a'+...)+(b+b+...)t 

sera évidemment représentée par la résultante des droites qui 

représentent séparément les nombres a + bi, a+ bli, ..… 

D'après les propriétés connues de la résultante, nous pour- 

rons énoncer la propriété fondamentale suivante : 

Le module d’une somme de quantités complexes ne peut 

surpasser la somme de leurs modules; mais, d'autre part, 

l'est au moins égal au plus grand de ces modules, dimi- 
nué de la somme des autres. 

On peut remarquer encore que, si les directions des droites 

| 
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composantes sont toutes comprises dans lintérieur d’un 

angle d'ouverture inférieur à 7, la résultante y sera égale- 

ment contenue. 

Donc, st les termes d'une somme ont des arguments 

dont les différences mutuelles soient toutes < 7, l’argu- 

ment de la somme sera intermédiaire entre les arguments 

dè ses termes. 

La différence de deux nombres complexes a + bi, a+ b'i 

sera définie par l'expression 

(a— a) +(b— 6"), 

dont le module sera compris entre la somme et la différence 

des modules des deux nombres a + br, a+ b'r. 

187. Le produit des deux nombres a + bi, a+ b'i sera 

donné par la formule 

(a + bi)(a'+ bi) = aa'+(ba'+ ab')i+ bb'E, 

ou, en divisant par &? + 1 et ne gardant que le reste, 

(aa'— bb') + (ba'+ ab')i. 

Ce résultat prend une forme plus intéressante si l’on met 

en évidence le module et l’argument des deux facteurs con- 

sidérés ; on aura alors 

a + bi —p(coso +rsino), 

a'+ b'i—op'(coso +ising), 

et, pour le produit, 

pp'[coso coso'— sino sing’ + £(sin 9 cos’ + sino' coso)] 

— pp'[cos(o +o')+isin(o +o')]. 

Donc le module d’un produit est le produit des modules 

des facteurs, et son argument la somme de leurs argu- 

ments. 

188. Le rapport des deux nombres a + bi et a + b'i 



176 PREMIÈRE PARTIE, — CHAPITRE I, 

sera le nombre # + yé qui, multiplié par le diviseur, repro- 

duit le dividende. On devra donc avoir 

a+bi=(a +bi)(x+yi)=azx—-b'y+ibz+«y). 

Cette équation se décompose dans les deux suivantes, 

a'x — b'y — a, b'æ + ay = b, 

d’où l’on tire 

adt+ bp ba "ab! 
mm a+ b'2 ? Y— a? + b"? u 

Le problème comporte donc une solution unique et tou- 

jours admissible, si le diviseur a+ b'r est différent de zéro. 

Il est manifeste que les règles du calcul algébrique s’éten- 

dent aux* nombres complexes. | 

189. On dit qu’un nombre complexe variable x + {y tend 

vers une limite fixe c + di, si 

[x +iy—(c+di|=v(x—c}+(y—d} 

tend vers zéro. 

Cette expression est au moins égale à[æ— c|et à [y — d|. 

Elle ne peut donc tendre vers zéro que si x tend vers c et y 

vers d. 

Cette condition est suffisante, car on a 

jæ+iy—ce—dil=|æ—e|+|y—4|, 
et les deux termes du second membre tendent vers zéro, si æ 

tend vers c et y vers d. 

Les propriétés des modules d’une somme algébrique ou 

d’un produit démontrées aux n°% 186 et 187 sont précisé- 

ment les mêmes qui ont été signalées au n° 6 dans le cas 

particulier des nombres réels et qui ont servi de fondement 

dans le paragraphe IT pour l’étude des ensembles. Les pro- 

priétés trouvées dans ce paragraphe subsistent donc dans le 

cas où les variables æ, y, ... parcourraient non plus la suite 

des nombres réels, mais celle des nombres complexes. 
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190. Soient x, y, ... des variables indépendantes réelles, 

Pet Q des fonctions réelles de ces variables, définies dans 

l’intérieur d’un domaine E et admettant des dérivées par- 

elles continues. La fonction complexe uw = P + :Q admet- 

tra des dérivées partielles 2 “7 ee. 5 ai Te 

ment continues, et son accroissement Au, lorsqu'on passe du 

point (x, y, ...) au point (x + Ax, y + Ay,...) sera de la 

forme 

au (D +) a + (Ti +ie)ar+.… 

+ (R+ Sc) Ax + (R; +S,c) Ay +.. 

. égale- 

R;, S,R;, S:, ... tendant vers zéro avec Az, Ay, ... (et cela 

uniformément dans tout ensemble E, borné et parfait inté- 

rieur à E). 

Supposons les variables +, y, ... en nombre pair; repré- 

sentons-les par æ, y, #1, Y1, ... et formons les combinaisons 

complexes 

3—X—+1Y, 31— Li + 1; , 

On aura 

Az — Ax +iAy, Az, = Ax;+tiAy;, 

[Az|5|Ax|=Ayf, As f5|AzfS]aArf 

L'expression 

(R+Si) Az +(R;+S,c) Ay +. 

pourra donc se mettre sous la forme 

pAÂz+p; As; +..., 

les quantités 

AUS NT 
p—(R+ESE — HR, +Sii) — > Pi—..) 

Az AV 

tendant encore vers zéro en même temps que Ax, Ay, A, 

AY,,... (et cela uniformément dans E,). 

J.-L: 12 
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Si, d'autre part, nous supposons les dérivées partielles 

oP 2Q 0P 9Q 
De D Er 7 —, --. liées par les relations 

OP Q OL 00 
0x n 0y. dy 0x”? 

«) dP_0Q 9P_ 00 | 
or a dY1 dy: 0x,” 

les termes de la première ligne de l'expression de Au pour- 

ront s’écrire ainsi: 

OP | OP 0Q 
(Œ Him (ae + iAy) + (DE us tan + ay. 

Pb OO D PARDON 0 
=(S — 1 a+ (SE + D] aa +2 

On aura donc finalement 

CR O OENEUIO OP .0Q 
(2) au (gr +6 7e) : ne at Je. 

+ p As + p, As +... 

Lorsque les conditions ci-dessus seront satisfaites, nous 

dirons que west dans l’intérieur de E une fonction synec- 

tique des variables complexes 3, 3,, .... Les termes de la 

première ligne du développement (2) seront sa différentielle 

totale du. 

Posons, én ‘particulier /FA35 = "074730 0 Roue 

aurons 
Au al Fe .0Q æ 

Az 9e Mo 

À ; Au oP .0 1 
S1 Az tend vers zéro, Le tendra vers une limite FES + Ée . | 

indépendante du rapport des deux infiniment petits F. et 

Ay. Cette limite se nomme la dérivée partielle de u par 

x ; du 
rapport à z et se représentera par la notation usuelle Te 
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(si u ne dépendait que d’une seule variable complexe, on 

l'appellerait simplement la dérivée de u et on la représente- 
à du “ 

rait par — où w'. 
PE 

La fonction w admettra de même, par rapport aux autres 

variables z,, ..., des dérivées partielles 

du du 
Toutes ces dérivées 5°? 5; "seront d'ailleurs des fonc- 

_ fe] 

Mons /CONLINUeS dt VD Mises 

191. Réciproquement, pour que l'expression P + Q5, où 

P, Q sont des fonctions de +, y, æ1, Y1, ... définies dans 

PERS : Ç dt u 

l’ensemble E, admette des dérivées partielles continues DE 

u Te x à 
_ » --. indépendantes, la première du rapport de Az à Ay, 

Dés | 

la seconde du rapport de Az, à Ay,, etc., 1l faudra que P et Q 

LM: 0 AP 
admettent des dérivées partielles continues —; 20 — ; 

OL OEN DT. 
0Q “ ae 
Dour liées par les relations (1). 

Y 

En effet, changeant x en x + Az, sans altérer y, æ,, y, ..., 

on aura 
Au Au  AP+5:AOQ 

AV RTL AVE Ax 

s ou 
Pour que cette expression tende vers une limite fixe REX 

x AP A er. 
il faut que —, AQ tendent vers des limites. 

AraNT 

Donc P et Q doivent admettre des dérivées partielles 
dP 00 

et l’on aur 0x’ Fr ad 

due vol? .0Q 

Door Or. 
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Changeons de même y en y + Ay, sans altérer les,autres 

variables. On aura 

Au Ja tir AP +:AQ  AQ—:zAP 

AS a et en en 
: s LENN OU 
Pour que cette expression tende vers la limite SES lorsque 

Ay tend vers zéro, 1l faut que EUR SE tendent vers des limites 
Ay Ay 

LE en —;, et l’on aura 
dy" dy 

du 
Pour que cette pin de — coïncide avec la précé- 

S 

dente, il faut qu'on ait 

le OPNENCO 
0x dy 0Y 0x 

D'UN | 
Enfin, pour que — soit continue, 1l faut que sa partie 

03 
9P. 2Q P 2Q 

réelle et sa partie imaginaire le soient. Donc — P 0x 0x 07 0y 
doivent être continues. 

On obtient des résultats analogues pour les autres dérivées 

P 9Q 
0x” Fe OV: 

partielles 

192. Remarques. — 1° Si l’on veut que P + Qz soit une 

fonction synectique de 3, 3,, ..., aucune des deux fonctions 

et Q ne pourra être choisie arbitrairement; car les deux P et tre ch bit t; car les de 

premières équations (1), dérivées respectivement par rapport 

à æ et y et ajoutées ensemble, donnent 

PHP 
0x? E De 

Dérivées par rapport à y et x, puis retranchées, elles 

til” PE PT 
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donnent 
2 Q 92Q 
TN JV 

On trouvera de même 

PT (00 71002 
Ori oo Ne Gi opt | 

2° Si l’on admet (ce qui a toujours lieu, comme on le 

verra plus loin) que les dérivées secondes GE LOS 
L LL dx?” 0x dy” 

du du 
existent et sont continues dans l’intérieur de E, prune 

æ 1 

seront encore des fonctions synectiques de 3, 3,, .... 

En effet, 

CRUE ON 
0 0e 0x 

2 

par exemple, admet des dérivées partielles continues 

DROLE EE 7020 
Dr De Ti NU D'Omt 

d du GEL 00 
— = — +i—<-, 
dy 03 dx dy 0x dy 

DGA 020 k 
u 
0x 0x,” 0x, 0z je 0x 0x; 

Il reste à montrer que ces dérivées partielles satisfont aux 

relations 

Or OC) RATER, 

0x? Oxoôy 0x0y ….. dr? 

CE QUE, PRE 07 À 

DO ON 0 EC og. 
SU ele ee, sv pete ete +0 © ‘elle, ete € « Us: s:/0/0..0, 0 + .s1'e, © 6, €; ee 

Or celles-ci s’obtiennent immédiatement en dérivant les 

équations (1) par FAPPOILA LS Lin due 

du du 
les UérIVeeS 
dz?° Oz 031 

3° Si nous représentons par 
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Où : 
de _ par rapport à Z, 31, ..., On aura 

Pu ar tte, 9Q 
0202, NOT 0%, 0LOT; 

RO te ; DÉCRNEENOE 

MO ri0r OXZ10x 03:02 

; Art du 
4° Si nous supposons «w indépendant de 3, on aura RE 

À du 1 + 4 
SU—Z, 5 I. S1 donc, dans l’équation 

du du 
du As + An +..., 

qui définit du, nous posons uw = 2, il viendra dz — Az. De 

même dz;— AÀ%,,..;1el, par suite, 

du du 
du= — ds + — d3,+.... 

Ôz Det 

5° Les théorèmes du n° 75 et la règle plus générale du 

n° 88 pour la dérivation des fonctions composées s'appliquent 

sans changement aux fonctions synectiques de variables 

complexes. 

193. Tuéorëme. — Soit F(3,3,,...)une fonction sy- 

nectique de 

RE Ur 

définie aux environs du point 

(—EcHUN,;, = Ë+ ins 

ÿ D DE 
et s'annulant en ce point sans que sa dérivée partielle — 

03 

s’y annule. 

On pourra déterminer une fonction synectique de 

z1,..., définie aux environs du point(t,,...),prenanten ce 

point la valeur € et qui, substituée pour 3 dans l’équation 

F(z,3,,...) — 0, la rende identiquement satisfaite. Cette 
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fonction sera unique et admettra aux environs du point 

(G1,-..) les dérivées partielles 

0F ÔF 
2 03; 22 

“ LR 
Oz 03 

Soit, en eflet, 

Herman les PC, 

Rent Orétanbdesfoncuons der "Ti, Vis... 

On a, par définition, 

oP%0Q FE 0200 

; | DANO y DSC TA 
(4) jp 00, 0 __ 00 

07; dY1 0Y1 VER 

Le jacobien 
OP  dP 

TPM 
” |9Q 00 

dx dy 

de P et Q par rapport à +, y se réduira, en vertu de ces 

équations, à 

oe\*, (20) 
(5) CAE AR 

ce qui est le carré du module de la dérivée 

ER EE dx 

Celle-ci ne s’annulant pas au point initial (Ë,n, 6,3, ...), 

_J ne s’y annulera pas. On pourra donc déterminer, et cela 

d’une seule manière, aux environs du point (Ë,,n:,,...) deux 

foncuons réelles x, y des variables indépendantes 7,, y1, .…, 

satisfaisant identiquement aux équations P = 0, Q — o (ou, 

ce qui revient au même, à l'équation F — o) et se réduisant 
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respectivement à £, n au point (&,,n1,.….). Les différentielles 

totales de ces fonctions seront données par les équations 

oP oP oP oP 
d HS d / Te Der SG ns one dyi+...—=0, 

0Q dQ 0Q 0Q M dy Mon or TON EE 

ou, en vertu des équations (4), 

oP 0Q oP 00 ” 
SR Otis re ADDE TR CT Pa SE Là 

0Q OP 0Q Fe 
dx Arme ar d Ur dx, + + dr ED 

Ajoutons ces équations, après avoir multiplié la seconde 

par £; 1l viendra 

(ee + =) dx +1idy) 
OT 

OP 0Q sl 
+ (SE +3 Pr Fe) (dr; +idy;)+...—=o 

ou 
OF OF 

03 LE Oz; LR Tr 

Cette relation montre que la quantité complexe 3 est bien 

une fonction synectique de 3,,... et a pour dérivées par- 

uelles les expressions (3). Elle satisfait d’ailleurs à l’équa- 

on F — o et se réduit à £ + £n au point (6,,...). 

Le théorème que nous venons d'établir est entièrement 

semblable à celui démontré (91) pour les fonctions de va- 

riables réelles. Les conséquences déduites de ce dernier (92 

à 95) subsistent évidemment aussi pour les fonctions synec- 

tiques de variables complexes. 

194. Les conditions qui expriment que u = P + Qx est 

une fonction de 3= x +17 sont susceptibles d’une inter- 

prétation géométrique remarquable. 
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Marquons en effet, sur le plan, le point qui a pour affixe 

u = f(z). À chaque point : correspond un point w ; à chaque 

ligne décrite par 3, une ligne décrite par u. 

Considérons trois points 3, 3 + Az, Zg'LN\),z formant un 

triangle infiniment petit, dont les côtés auront respectivement 

pour longueurs | Az|, | A,z|, | A,z— Az|. 

Les points correspondants u, u + Au, u + A,u formeront 

un autre triangle, dont les côtés auront pour longueurs 

[Aul=][ f'(z)+R]Az|, 

[Au|=I[f"(5) +R las], 

[Aiu—Au|=]|[f"(s + Az)+ p](A,3— As) |, 

R, R;, o tendant vers zéro avec Az, Az. 

Les rapports des côtés correspondants sont donc respec- 

uvement | f/(2)+R|, [f(s)+R,|, | f'(z+ A3) +bp| et 

tendent vers la limite commune f’(z) lorsque Az et A,3 ten- 

dent vers zéro. Les deux triangles tendent donc à devenir 

semblables. 

Ce raisonnement serait toutefois en défaut pour les valeurs 

de z qui annuleraient f'(z). 

II. — Intégrales des fonctions synectiques. 

195. Soit toujours 

f(2) —Pp+ 1Q 

une foncüon de z, synectique à l’intérieur d’un domaine E, 

et soient 
Ti=H0() DA Ur) 

les équations d’une ligne rectifiable L menée dans l’intérieur 

de E entre deux points 3, et Z. 

Les quantités P et Q étant des fonctions continues de x, 

y, qui, sur la ligne L, sont eux-mêmes des fonctions conti- 

nues de {, seront le long de cette ligne des fonctions conti- 

nues de {. Représentons-les par P(#£) et Q(4). 
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Entre les valeurs 4,, T de { qui correspondent aux deux 

extrémités de L, intercalons une suite de valeurs intermé- 

diaires £1, ..., tx, .... Entre deux valeurs consécutives tx, 

txys prenons arbitrairement une valeur intermédiaire T4. 

Désignons par 34, zx, Gx les valeurs de z qui correspondent 

A xs Ékyts The 

Cela posé, formons la somme 

S = 2 f(£r) (3441 — 22) = Z[P (Te) + Q(rz)] (23x41 — 7x) 

Si l’on fait décrottre indéfiniment l’étendue de tous les 

intervalles Atx= tr,,— tx, la somme ci-dessus tendra vers 
L L 9 . ; f . LA _ 

une limite fixe, que nous appellerons l'intégrale de f(z) dz 

suivant la ligne L, et que nous représenterons par 

fred: 

Pour établir ce théorème fondamental, il suffit de montrer 

que, quelle que soit la quantité e, on pourra déterminer une 

quantité n telle que la différence entre deux sommes quel- 

conques S et S’ dans chacune desquelles les intervalles Af; 

sont  n ait son module nécessairement < €. 

Soient S, S' deux de ces sommes correspondant respecti- 

vement à deux systèmes de valeurs intermédiaires ..., tx, 

Éios et 2.0 Li 06 9 UT LPOISIeME SONATA UNNTESS 

pondant à un nouveau mode de division où figurent toutes 

les valeurs intermédiaires £ et 4’. On aura 

[S'— SIZ[S"— SI+IS"—S'|; 

il suffit donc de montrer que, si n est assez petit, le module 

Fi 4 € A , a 

de la différence S"— S sera < 7 la même démonstration 

s'appliquant à la différence analogue ne SE 

Considérons un terme 

P(Tx) +1Q (tx) ] (zx — 3x) 
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de la somme S. IL est remplacé dans S” par une somme de 

termes 

4 

ou 

4 el — Lr A 

© RAT 33!) Ne 1e 0 

La différence entre cette somme de termes et le terme pri- 

mitif sera donc 

(1) ZÉP(te) — P(rx) + é[ Qt) — QUrz)] | (zh — 24). 

Cela posé, 74 et tr} étant compris entre #4 et {x,1, leur dif- 

férence sera <'n. D'ailleurs, les fonctions P et Q, étant con- 

tinues, le sont uniformément. On pourra donc, en prenant 

n assez petit, rendre toutes les quantités P(r,)— P(7x), 

Q(7;)— Q(7x) moindres en valeur absolue qu’une quantité 

arbitraire Ë. | 

Cela posé, le module de la somme (1) sera moindre que 

EV2 2] Sn — 34 |. 

D'ailleurs | 3:41 — 3,| n’est autre chose que la distance rec- 

uligne des points 2,4, et y. Donc X|2,:,, — z, | représente 

le périmètre du polygone formé avec les points 3,, ... et 

sera au plus égal à l’arc de courbe compris entre 24 et 34,1. 

Opérant de même sur chacun des termes de la somme S et 

sur Les termes correspondants de S”, on aura 

[S"— SI <EV2L, 
[ désignant la longueur de l'arc total. En prenant £ assez 5 5 P 

D | ® vs 

petit, on pourra rendre cette différence moindre que 

196. Supposons, en outre, que les fonctions &(4), d(4) 

admettent une dérivée continue. Le calcul de l'intégrale dont 

l’existence vient d’être établie se ramènera à celui d’inté- 

grales réelles. 

Il s’agit, en effet, de trouver la limite de la somme 

Z(P+Qi)(Ax +iAy)=2X(P Az —QAy)+:2(Q Ax + P A7). 
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Or on a, d’après les hypothèses faites sur les fonctions 9 

et v, à 

Ax —[o'(4)+R]A4, | Ay—[d'(4) + R']Ak, 

R et R' convergeant uniformément vers zéro avec At, dans 

l'intervalle de £, à T. 

On aura donc 

Z(P Az — Q Ay) —2[Po9'(E) —QV/(4)] At+Z(PR—QR') Ac. 

Le second terme de cette expression tend vers zéro avec les 

intervalles At. En ellet, soient M une limite supérieure des 

modules des fonctions P et Q sur la ligne L; n le maximum 

des modules des quantités R, R’; on aura 

mod X(PR — QR') At=2Mn 2 At=2Mn(T — 4). 

Or, lorsque les At décroissent indéfiniment, les R, R' 

tendent uniformément vers zéro; donc n tend vers zéro. 

On aura donc 

limZ(P Az—QAy)=lhimZ2[Po'(t)—QV'(:)] At 
AT 

= | [Pet —Qy (ar 
De même ; 

T 

lim Z(Q Az + PANNE LQOe'(4) + PY'(E)] de. 

197. De la définition de l'intégrale fred: par une 
L 

limite de somme résultent évidemment les propriétés sui- 

vanLes : 

1° Si la ligne L est formée de plusieurs parties succes- 

sives 1, L2,#* on aura 

froëzfrods fo 

2° Si L et Lt représentent la même ligne, décrite dans 

| 1 

"4 

1 ? 
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deux sens opposés, on aura 

f(s) ds = — | Ste) as 
 L 

3° O1 f(Z) = C1 fi(z) + Ca fa(z)He.., Cis Ca, ... étant 

des constantes, on aura 

fraéze face 
feras +. 

4° Enfin, soient M le maximum de | f(3)| sur la ligne L, 

et / la longueur de cette ligne ; on aura 

LE S(Ex)(3x+1 — 2x) |ZMÈ | Zk+1 7 3% | M; 

désignant le périmètre du polyeone 3,3,...3r...: d’où P s P PpOlys o 31 k ; ) 

fra 

198. On remarquera que, dans les raisonnements qui pré- 

en passant à la limite 

<a 
=M£. 

cèdent, nous nous sommes appuyé uniquement sur la conti- 

nuité des fonctions P et Q, sans faire aucun usage des équa- 

uons aux dérivées partielles qui expriment que P + Q ; a une 

dérivée déterminée. Mais ces nouvelles conditions vont 

intervenir dans la démonstration du théorème suivant : 

Taéoreme. — Soit C un contour fermé continu et sans 

point multiple, et tel que tous les points non extérieurs 

à GC soient intérieurs au domaine E. L'intégrale [ f(z) dz 

prise suivant une ligne rectifiable fermée quelconque K 

intérieure à C sera identiquement nulle. 

La fonction f(z) = P + Qc, étant continue pour tous Îles 

points non extérieurs à C, qui forment un ensemble parfait, 

le sera uniformément dans cet ensemble. 

Soient 

æ—o(t), y —vŸ(Et) 

les équations de la courbe K. Donnons à { une série de 
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. valeurs successives £5, ..., {x, ...3 nous obtiendrons sur la 

courbe une série de points correspondants 36, ..., 3x, .... 

Supposons que les intervalles {x,,— {x soient tous < 0. En 

faisant décroître suffisamment cette quantité à, on pourra 

faire en sorte : 

1° Que les distances z:zx,, (qui tendent uniformément 

vers zéro avec à) soient moindres que la plus courte distance 

de K à C, et, par suite, que le polygone inscrit P, qui a pour 

somIMEtLS 22050315 0: 2 SH ces SOÏLUILLETIEUT À Cie 

2° Que la différence entre la somme 

2 f(3x)(3r+1 — 2x) 

et sa limite ft) dz ait son module moindre qu’une quan- 
K 

uté « choisie à volonté ; 

3° Enfin, que la différence entre cette somme et l’inté- 

orale [ f(s) ds, prise sur le contour du polygone P, ait 
_p 

aussi son module < &. 

Pour établir ce dernier point, qui seul a besoin de démons- 

tration, considérons le terme 

(sk) (sx — 54) 

correspondant à l’élément 2434,,. Il est remplacé, dans l’in- 

tégrale 1e dz, par l'expression suivante, 
P 

lim 2 f(z;x)(Sis,rx — Zik); 

( où Z;,, ... sont des points de division infiniment voisins pris 
sur la droite 34z#41. 

Comme on a 

2e mr nc # À 
Zpri— 5 2(Si,n — 3;x), 

la différence entre ces deux expressions sera la limite de la 

somme 

2 (zx) — (sr) IG — 35%), 

or hdi: rohsdèris artist 
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dont le module est au plus égal à 

DER Ps) 
M}; Lun | AE I CRC À Le M}. | Zk+1 — 2% | — M} lg 

lx désignant la longueur du côté 34,,— 2%, et My le maximum 

des modules des quantités f(3,,) — f(3x). 

Raisonnant de même sur chacun des côtés du polygone, et 

désignant par M le maximum des quantités M; et par / la 

longueur de la courbe K, on aura pour limite supérieure du 

module de la différence cherchée 

2M;l=MXl=ML. 

D'ailleurs, le point z;, étant situé sur la droite 22x44, on 

aura 
35e — 2121 Sr — 2x]. 

Donc les différences z;,— zx et, par suite, les quantités 

f(x) — f(x) tendent uniformément vers zéro avec à. On 
ë 

peut donc, en prenant à assez petit, rendre M moindre que L 

ce qui démontre notre proposition. 

Si donc nous établissons que l'intégrale ff(z3) dz est nulle 

pour tout polygone P, le théorème sera démontré, car le mo- 

dule de l’intégrale A) dz étant 2e, quelque petit que 
K 

soit <, sera rigoureusement nul. 

199. Le contour polygonal P peut se traverser lui-même 

en certains points; le nombre de ces traversées sera limité et 

n(n—1) 
au plus égal à , n étant le nombre des côtés du po- 

lygone. Partons, dans ce cas, d’un point quelconque du con- 

tour pour le décrire dans le sens de l'intégration, jusqu’à ce 

qu’on traverse pour la première fois les parties déjà décrites. 

La portion de contour comprise entre ces deux passages au 

même point formera un contour partiel qui ne se traverse pas 
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lui-même. Si l’on suppose le théorème établi pour un sem- 

blable contour, on pourra négliger cette portion de la ligne 

d'intégration, et il ne restera plus qu’à faire la démonstration 

pour le contour restant, où le nombre des traversées est 

diminué. 

On voit donc qu'il suffit d'établir notre proposition pour 

un contour polygonal qui ne se traverse pas lui-même. Or 

l’intérieur d’un semblable contour peut se décomposer en 

triangles. Supposons le théorème établi pour chacun de ces 

triangles; la somme des intégrales obtenues en faisant le 

tour de chacun de ces triangles, daus le sens direct, par 

exemple, sera nulle. Mais, les côtés de ces triangles qui ne 

font pas partie du contour P étant décrits deux fois en sens 

contraire, les intégrales correspondantes se détruisent deux 

à deux; et l'intégrale restante sera précisément celle qu’on 

obtient en décrivant le contour P. 

Nous avons ainsi ramené la démonstration du théorème au 

cas où le contour K, au lieu d’être une courbe rectifiable 

quelconque, dont la notion est un peu confuse, se réduit à 

un triangle. 

On peut même admettre que le triangle a un de ses côtés 

parallèle à l’axe des y, car tout triangle peut être décomposé 

en deux triangles de cette nature. 

200. Considérons un semblable triangle ABC (Ag. 1 

Soient 
AGIT: 

B—b+[a + m(b—a)]i, 

C—b+[a + m(b—a)li 

les affixes de ses sommets (de telle sorte que m5, m repré- 

sentent respectivement les coefficients angulaires des côtés 
AB, AC). 

Nous allons montrer que l'intégrale f f(3) ds, prise sur le 

contour du triangle, a une valeur indépendante de m. 
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Elle se compose, en effet, des trois mtégrales 

fra, fra, [7e ue 

La première ne dépend pas de m. 

Fig. 1. 

Cherchons la dérivée de la deuxième. Soit 

JG) =P (a y) + iQ (x, 7). 
La ligne BC a pour équations 

10: y=a+t(b— a), 

t étant réel et variant de m, à m. Donc l’intégrale 

free 

Le P[b, EE t(b—a)| + 10Tb, a+ t(b—a)] | i(b—a)dt 

sera égale à 

et sa dérivée, par rapport à sa limite supérieure m, sera 

P[b,a + m(b—a)]+iQ[b, a + m(b—a)|i(b — a) 

= i f(C)(b— a). 

Cherchons, d’autre part, la dérivée de la troisième inté- 

J. — I. 13 
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grale prise suivant le côté CA. On a, sur cette ligne, 

JE SE y=a+m(t—a), 

t étant réel et variant de b à a. Substiluant ces valeurs dans 

f(:), on obtiendra un résultat de la forme 

fACRES PE (2) + 1Q(x, y) =P,(t,m) + LQi(E, m), 

et, comme 

dz = dx +idy —(1+ mi) dt, 

l'intégrale cherchée deviendra 

fÉ [Pi(é,m)+i0Q,(6, m)](1+ mo) dt, 
b 

expression où l’on séparerait sans peine la partie réelle de la 

partie imaginaire. 

Sa dérivée par rapport à m sera 

(3) [+ ui De) + mé) + (Pi Que] dr 
JE “Om 

Or on a, par hypothèse, 

Ge Fi _ 
0x  ‘Üx 

et, d'autre part, en dérivant l’équation (2) par rapport aux 

variables indépendantes {, m dont x et y sont des fonctions, 

;,2Q OPS #0 A ;9 

= dx ee, or 2440 1e 

ee dre 00 MATRA UARES 

& a)( D Se )= SHPAt om 

La combinaison de ces équations donne 

( +0) (+ mi) = ie a) (D + 1 Te) 
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Substituant cette valeur dans l'intégrale (3), elle devient 

4 nl oP; .0Q: . 
U Ca) Tr + ie) + Pie é| de 

f£ | ot ot A 

EEE) : : =i f nlut—a)(Pi+Qi)]dt=i[(é—a)(Pi+ Qi) 

—i(b—a)/f(C). 

Cette dérivée étant égale et contraire à celle de l'intégrale 

suivant BC, on voit que l’intégrale ff(3) dz, prise autour 

du triangle, est une constante indépendante de m. 

Or, si m = ms, l'intégrale suivant BC disparaît, et les inté- 

grales suivant AB et CA sont égales et contraires. Donc la 

constante est nulle et le théorème est établi. 

201. Cororzaire. — Soient L, L, deux lignes arbitrat- 

rement tracées dans l’intérieur de GC entre deux points 

fixes 3, et L. On aura 

fra = f sea 

Car. la ligne L,L-! étant fermée. on aura, d’après ce qui ; S 1 ; ; 

ef fLef-f 
L'intégrale ne dépend donc pas du tracé de la ligne L, mais 

précède, 

seulement de la position de ses extrémités. On peut mettre 

ce fait en évidence en la représentant par la notation 

free 

202. Dans l’intérieur de GC, cette expression représente 

une fonction synectique de Z, ayant pour dérivée f(3). 

Cherchons, en effet, son accroissement lorsqu'on change Z 

en Z + dZ. 

Soit L la ligne d'intégration suivie de 3, à Z. On peut 
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adopter comme ligne d'intégration de 3, à Z + dZ la ligne L, 

suivie de la droite infiniment petite qui joint Z à Z + dZ. 

On aura alors 

fax af f{s) da 
et 

= dre [ Were [_ o-rene 

Le premier terme est évidemment égal à f(Z) dZ. Le se- 

cond a pour limite supérieure de son module M]|4Z|, M étant 

le maximum de | f(z) — f(Z)]| sur la ligne d'intégration. Or 

|s — Z| est | dZ|, et f(z) est continue. Si donc dZ tend 

vers Zéro, 1l en sera de même de M; on aura donc 

1e -f = +me 

R étant un infiniment petit. 

On voit par là qu’il existe des fonctions synectiques ayant 

f(Z) pour dérivée et définies dans le même domaine que 

celle-c1; elles auront pour formule générale 

Z 

#(2)= [ J(s)d5+ 0. 

c désignant une constante. 

L'une de ces fonctions $(Z) étant donnée, on obtiendra 

la valeur correspondante de c en faisant Z — 3,. Il vient 

(30) = c. 

On aura, par suite, comme au n° 82, 

(4) [ rwa= 

Comme on a évidemment 

[rade [ra 

SPACE NE AE 
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l'intégrale, considérée comme fonction de 3,, aura pour dé- 

rivée — f (230): 

203. Les règles pour la dérivation des intégrales définies 
LATE is 

et pour l'intégration par parties (n° 83 et 84) s'appliquent 

évidemment aux intégrales que nous considérons en ce mo- 

ment. 

204. Le changement de la variable indépendante peut s’o- 

pérer comme il suit : 

Soit z —v (4) une fonction de #, synectique à l’intérieur 

d’un domaine E,. Lorsque £{ se meut à l’intérieur de E;, z 

se mouvra dans un domaine correspondant E. 

Supposons en particulier que t décrive un arc L, de ligne 

rectifiable ; z décrira une ligne correspondante L, et ses va- 

rations seront liées à celles de £ par la relation 

Az—(9't+R)A4, 

o't restant continue, et R tendant uniformément vers zéro 

avec At; car les points de L,, forment un ensemble borné et 

parfait; on pourra donc assigner une quantité n telle que, 

si |At| <n, |R| devienne moindre qu’une quantité & arbi- 

trairement choisie, quelle que soit la position du point 4 

sur L,. D'autre part, le long de cette ue [o"(£) | admettra 

un maximum |. 

DO 2: Heure suite despoints pris sur |, 

de telle sorte que les différences Atx;= tx, — tx aient leurs 

modules moindres que n; et soient 35, ..., 3x, ..., Z les 

points correspondants de L; on aura 

Azr = [o'(t:) + Rz] At, 

d’où . 
[Azx|Z(p+e)| At; 

donc les Azz tendront uniformément vers zéro avec les Aty. 

Enfin la ligne L sera rectifiable et aura une longueur 

l—limZ|Az,|=lim(p+e) ZAt,=pl, 

l, désignant la longueur de L,. 
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Cela posé, soit f (3) une fonction de 3, synectique dans E, ; 

on aura 

Zf (2x) Azx= 2f(otx)(o'tx + Rx) Atr. 

Faisons tendre n et e vers zéro. Les Afx et les Az; tendant 

vers zéro, le premier membre aura pour limite 

fra 

[rte v'tdt + limZf(otz) Rx At. 
Li 

et le second 

Or, si l’on désigne par M le maximum de | f| sur la ligne 

d'intégration, le second terme aura son module moindre que 

Me /,. 11 tend donc vers zéro, et l’on aura 

(5) fred f (eo g'ede. 
L Le 

205. THéorÈme. — Soient CG, C:, ..., Cn (fig. 2) des 

contours fermés rectifiables et sans points multiples, exté- 

rieurs les uns aux autres, et tous intérieurs à un dernier 

contour GC, de même nature. 

Fig. 2. 

Et 

Soit, d'autre part, fs une fonction de z synectique 

dans un domaine E contenant dans son intérieur toute 

la région R du plan bornée par les contours Co, CG, ..., 
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Cy, y compris ces contours eux-mêmes ; on aura 

fas= frsds + eh + [ rsas, 
Ce (A (se 

les intégrales étant prises dans le même sens, par exemple 

dans le sens direct, autour de ces divers contours. 

Nous supposerons r = 2 dans la démonstration. 

Joignons les contours GC, C;, GC: par des lignes rectifiables 

L, L,, L, sans points multiples et ne se rencontrant pas mu- 

tuellement (fig. 2). La région R se trouvera divisée en deux 

régions partielles R,, R;, limitées chacune par un seul 

contour fermé dans tout l’intérieur duquel f3 est synectique. 

Denon fl fx dz prise dans le sens direct le long de 
chacun de ces contours frontières sera donc nulle (198). 

Ajoutant les résultats obtenus pour les deux régions, on re- 

marque : 

1° Que, chacune des lignes L, L,, L, ayant été décrite une 

fois dans chaque sens, les intégrales correspondantes se dé- 

truisent ; 

2° Que les deux moitiés du contour CG ont été décrites 

chacune dans le sens direct ; la somme des intégrales obtenues 

sera donc 
7% 

fzds; 
ca 

3° Que les deux moitiés de chacun des contours CG, Ca 

ont été décrites dans le sens rétrograde. Si donc nous dé- 

signons par [ ds, | fs dz les valeurs des intégrales prises 
C4 C2 

en décrivant C, et C2 dans le sens direct, les intégrales ob- 

tenues seront — | fz3 ds, — ff: dz. Nous avons donc 
A A C2 

comme résultat final 

fra frsds— [pas 0 

C C: Ca 
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206. Tuéonime. — Soit f3 une fonction synectique à 
l’intérieur d’un domaine E; soit K un contour (rectifiable, 

fermé et sans point multiple) situé dans l’intérieur de E; 

on aura, pour tout point a intérieur à K, 

(6) ja= = [ÈS 
2T 1 K 3— 

Soit, en effet, c un cercle de rayon infiniment petit 7° dé- 

crit du point & comme centre ; on aura, d’après le théorème 

précédent, 

JE ENT 3 

CRE UL PM es (4 
Lei 

2 = ja | + him 
CimaeaCL 

Le dernier terme tend vers zéro avec r. Soit, en effet, M le 

maximum de | fz — fa| sur le cercle c; |32— a| étant égal 

à r sur ce même cercle, le module de l'intégrale ne pourra 
M Û ER 

surpasser — 277 — 27M. Or, à cause de la continuité de 

f (z), M tend vers zéro avec r.. 

D'autre part, on a sur le cercle 

3—=a+r(cosp +1sinœ), 

ds = r(— sing +icoso) do —(:—a)ido, 

© étant réel et variant de o à 27r. On aura donc 

27 

Î = ={l Lo Tee 
RE 0 

207. L’équation (6), dérivée par rapport au paramètre a, 
donnera les suivantes : 

(oh Mens Re , 
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Les intégrales qui figurent au premier membre sont des fonc- 

tons de à finies et déterminées. Les dérivées successives de 

la fonction f sont donc synectiques, comme f elle-même, 

dans tout l'intérieur de K. 

Soient 

r la plus courte distance du point & au contour K ; 

M le maximum de | fz | sur ce contour ; 

{ sa longueur. 

On aura, sur tout ce contour, 

| 3 — a | ae 

et, par suite, 

ORNE | 
OU 27 pri PA Al 

et, en particulier, si K est un cercle ayant & pour centre, 

ou l—oTT7, 

(8) 
po 

208. Les résultats précédents s'étendent immédiatement 

aux fonctions de plusieurs variables. 

Soit, par exemple, f (3, z,) une fonction des deux variables 

complexes 3, 3,, qui reste synectique tant que 3, 3, restent 

dans l’intérieur de domaines E, E,. Soient K, K, deux con- 

tours fermés (rectifiables et sans point multiple), intérieurs 

respecuvement à E et à E,; a, a, désignant deux points 

quelconques pris dans l’intérieur de ces contours, on aura 

TL LS NO À 
K 

I CS) 
TA FE ie - dz UE 1) ie a; 15 

d’où 

f (3, 31) ds; dz (9) f(a,a;) tros RE 5 
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et, en dérivant »2 fois par rapport à a et m, fois par rapport 

à Gi, 

ER O8 BA UE A PR EE SL Tir f (2, 21) da: PE 
da”! da”: ET (2Ti)? Ar (z—a)"+1 (3— «ay)rairt à 

Les dérivées partielles seront donc synectiques, et, si l'on 

désigne par M le maximum de |f(z, 3,)| pour tous les sys- 

tèmes de valeurs de 3, 3, respectivement situées sur les con- 

tours K, K,, par 7, r, les distances de ces contours aux 

points a, &;, par L, L, leurs longueurs, on aura 

m\ m,;\! M PLATS € | a, di) 11 

(27)? r'+1 FAI à 1° da" Jar: (1) All 

En particulier, si K et K, sont des cercles de même rayon 7, 

ayant leurs centres en a et a,, il viendra 

cz mimi! 
| RE TEE di) 

da” Jar: r nm+ m, 

III. — Fonctions rationnelles. 

209. Pozynoues EnTiers. — Considérons un polynome 

DÉS) AM CIRE EEK 

où 3 est une variable complexe, À, B, ..., K des nombres 

complexes quelconques. 

Cette expression a une valeur déterminée pour toute va- 

leur de 3. 

D'ailleurs, si nous posons, pour abréger, 

P'(z)=mAz"-1+(m—ir)Bzt + ..., 

P'(s)=m(m—i) Az" + (m—i)(m—2)Bsm-3+..., 

nous aurons 

h? 

P(3+h)=P(s)+ A Pa) +2 P'(2) +, 
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d’où 

RS TN ES ERRNPE ET pi) PO) 

ee — 3 RL C0 om CE P'(2). 
He=0 la 

Donc P (z) est une fonction synectique ayant pour déri- 

vée P'(3). 
Si [3] tend vers c, il en sera de même de | P(3)]. On a, 

en effet, 
B 

BR) T CEE 

Piste (ar TT | z| | |’ 
L 

et, si l’on suppose[(z)|> 1, 

|[Bl+...+]IK| 

[3 | 
P()15151(1A1— )>1AIIs1—(B1+.+IKD. 

Donc, < désignant une quantité positive quelconque, | P(z) 

sera >< dès que |3| sera 5 à, à désignant une constante 

[BI+...+]K|+e 
plus grande que 1 et que TD TES VESTE 

910. L'équation P(z)— 0 admet toujours au moins une q L] 
racine. 

Donnons en effet à 3 une valeur quelconque c; soit & la 

«valeur correspondante de |P(3)[. La constante à étant dé- 

terminée comme ci-dessus, considérons l’ensemble des va- 

leurs de 3 dont les affixes ne sortent pas d’un cercle C de 

rayon à, ayant pour centre l’origine des coordonnées. 

Cet ensemble étant borné et parfait, | P (z)]|, qui varie d’une 

manière continue avec 3, y admettra un minimum pe au plus 

égal à e, qu'il atteindra effectivement pour une valeur déter- 

minée a de 3. Cette valeur sera intérieure au cercle C, car 

sure cercle|z|—59'et;]) P (s)le: 
Nous allons démontrer que ce minimum est nécessaire- 
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ment nul. Supposons, en effet, qu’on eût 

LR) e=0; 

Donnons à 3 une valeur à + h, h étant une quantité com- 

plexe assez petite pour que le point &« + À soit encore dans 

le cercle C; nous allons voir qu’on pourra déterminer À de 

telle sorte que [P(a+ h)] soit <]|P(a)|, ce qui implique 

contradiction. 

On a 

x * 2 P74CaS 

P(a+h)=P(a)+AP (a)+.. + re 

Le terme en A’ dans ce développement a pour coefficient 
Pp’: (a) 

CE À, quantité différente de zéro. Mais les coeffi- 

cients des autres puissances de À peuvent être nuls. 

Supposons, pour fixer les idées, que le premier terme dont 

le coefficient ne soit pas nul soit le terme en LÀ. Notre dé- 

veloppement prendra la forme 

P(a+h)= Bla) B'AEEB AE ND; 72 

On en déduit 

IP(a+ A) [ZIP (a)+B A+ | BAPE ++ Bal 
Prenons le module de 2 assez petit pour qu’on ait 

LATE [Bol 12Ï<|P(a)|, 

et déterminons son argument par la condition 

hargh+ argB, = argP(a) +7. 

Les deux quantités P (a) et B, A} ayant des arguments qui 

diffèrent de x, et | P (a) | étant >|B,À|, on aura 

[P(a)+ Bo] =|P(a)|—[ Bo] la 
et, par suite, 

IP(a+h)|2]P(a)|—1 Be [AP +] Bi] AP+.., 
IP(a+A)|—|P(a)|2lAP(—1B1+1B] 141+...]. 
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Le facteur entre parenthèses tend, lorsque | A| tend vers 

zéro, vers la quantité négative — ]B,[{. Donc, en prenant 

| À | suffisamment petit, on aura 

IRCGEPRNIEETP (a) <<: 

Il est donc établi qu'on peut donner à z une valeur à, telle 

que l’on ait 

RG) 0; d'où Eta)= 0. 

211. Divisons P (3) par le binome 3 — a; il viendra 

P(z)=(z:—-a)P,(3) +R, 

le quotient P, (3) étant un polynome de degré m—1 et R 

une constante. Posant d’ailleurs dans cette identité 3 = a, 

elle devient 
Oh 

On aura donc, plus simplement, 

P(3)=(z—a)P,(z). 

En opérant sur P, (z) comme sur le polynome primitif, 

on le mettra de même sous la forme du produit d’un bi- 

nome 3 — b par un polynome P,(z) de degré m — 2, et 

ainsi de suite jusqu à ce qu’on arrive à une simple constante C. 

On aura finalement 

P(z)=C(z—-a)(z—b).... 

D'ailleurs, en divisant les deux membres de cette égalité par 

3", puis faisant croître 3 indéfiniment, 1l viendra à la limite 

AC 
el, par suite, 

BÉDEN(E a) 0). 

Nous obtenons donc ce théorème fondamental : 

Tout polynome P(z) de degré m peut être mis sous la 

forme du produit de son premier coefficient À par m bt- 

nomes du premier degré z—a;,z—b,.... 

Sous cette forme, on voit immédiatement que les racines 
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de l'équation P(3)—o sont les quantités a, b, .... Elles 

sont au nombre de » si les facteurs 3— a, 3 — b, ... sont 

différents. Si & d’entre eux sont égaux à 3 — &, on dira que 

a est une racine multiple, dont l’ordre de multiplicité 

est «. D’après cette convention, le nombre des racines, 

comptées chacune avec son ordre de multiplicité, est tou- 

jours égal à m. 

212. Soient a, b, ... les racines distinctes de l’équation 

P(3)— 0; «, 6, ... leurs degrés de multiplicité. On aura 

P(:3)—A(z—a)(z— Bb)... 

et, en dérivant, 

Ps) our B 
Pa) er er), 

P(2) = a (sa) us pee 

+BA(z3—a)t(3—b)È 1. ..+.... 

A] 
tale os 

Tous les termes de cette expression sont divisibles par 

(3 — a)* sauf le premier, qui ne l’est que par (3 —a)2"". 

Donc la dérivée P'(3) admet la racine a avec l’ordre de mul- 

uplicité a —1. De même, elle admettra bd avec l’ordre de 

multiplicité $ — 1, etc. Quant aux racines simples de P (3), 

elles ne seront plus racines de P/(3). 

Soient donc P, le produit des binomes 3 — a qui corres- 

pondent aux racines simples de l’équation P = o; P, le pro- 

duit des binomes correspondant aux racines doubles, etc., 

de telle sorte qu'on ait, à un facteur numérique près, 

P—P,P2P3.... 

Le plus grand commun diviseur de P et de sa dérivée P! 

sera (à un facteur numérique près) 

Q—P,P?.... 

Celui de Q et de sa dérivée Q sera, de même, 

R=P:..2. 
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On en déduit, par la division, 

P 

PiPiPi=g PP 

et, en divisant de nouveau chacune de ces expressions par la 

suivante, on obtiendra enfin P,, P2, P3, .... 

Re CE 

Ainsi P,, P2, P3, ... peuvent s’obtenir par de simples 

divisions. 

213. FRACTIONS RATIONNELLES. — On nomme fonctions 

algébriques celles qui sont liées à la variable indépendante 

par une équation de la forme IT (4, 3) = 0, où Il est un poly- 

nome entier; fonctions transcendantes celles qui ne jouis- 

sent pas de cette propriété. 

Les fonctions algébriques les plus simples, après les poly- 

nomes entiers, sont les fractions rationnelles, définies par 

une équation du premier degré en w, 

Qu— P—o, 

Q et P étant des polynomes en 3, qu’on peut supposer sans 

facteur commun. 

En résolvant cette équation, on obtiendra w sous la forme 

explicite 

Cette expression a une valeur bien définie pour toute va- 

leur de z, sauf lorsque 3 est racine de l'équation Q = o. 

Soient a l’une de ces racines ; à son ordre de multiplicité. 

— | sera infinie d'ordre «. 

: ne PO ES OkPE: 4 
La fraction — a une dérivée Rs Rs également bien 

Q Q 
définie pour toute valeur de 3 qui n’est pas racine de Q. 

Si l’on fait tendre z vers à, 

Celle-ci a une dérivée de même nature; elle est donc con- 
k PS le | k 
tinue. Ainsi — est une fonction synectique de 3 dans tout 

Q 
le plan, à l’exception des racines de Q — o. 
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Si a est une racine de Q d'ordre de multiplicité 4, Q sera 

divisible par (+ — a)*, Q' par (x — a)*°!, et P sera premier 
P'Q— Q'P 
D'or 

expression, contiendra donc æ — a en dénominateur à la 

puissance 4 +1, et deviendra infinie d'ordre 4 +1 pour 

à zx a. Lardérinéee , réduite à sa plus simple 

TX — &. 

214. Supposons que Q ait été décomposé d’une manière 

quelconque en un produit de deux facteurs Q, et Q: pre- 

miers entre eux. On pourra déterminer deux polynomes M,, 

M, tels que l’on ait 

à M, Qi+MQ=—1, 
el, par suite, 

PERRIER ROMEO EME OS MEN _ PM; 

Q Q:Q: Q,Q; Q: Q; 

à P 
La fraction — est donc la somme de deux autres, ayant 

Q 
respectivement pour dénominateurs Q, et Q. 

Si l’un des facteurs Q,, Q, était lui-même un produit de 

deux facteurs premiers entre eux, on pourrait décomposer 

de nouveau la fraction partielle correspondante en une 

somme de deux autres fractions, et ainsi de suite. 

215. On donne le nom de fraction simple à une fraction 
dont le numérateur est une constante et le dénominateur 

une puissance d’un binome x — a. 

On déduit aisément des remarques qui précèdent cette 

proposition fondamentale : 

Toute fraction — peut étre décomposée en une somme 
Le 

de fractions simples, augmentée d’un polynome entier. 

Nous pouvons tout d’abord supposer que le coefficient de 

la plus haute puissance de z dans Q se réduise à l’unité; car 

on n’altère pas la valeur de la fraction en divisant simultané- 

ment P et Q par ce coefficient. 
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Cela posé, décomposons Q en ses facteurs du premier 

degré; soit 
Q—=(3—-a)*(3— 0)... 

Les facteurs (3 — a)%, (z — b), ... étant premiers entre 

eux, on aura, d’après les propositions précédentes, 

P 7 F(3) a G (2) Ês 

OR TO (SE DEN 

F, G,... étant des polynomes entiers. 

Considérons l’une des fractions partielles, telle que 

F (3) 

(z—a) 
Posons 

z=at+h: 

F(z) développé suivant les puissances de 2 prendra la forme 

Au Agih+...+AREIE RAD), 

D (2) étant un polynome entier. 

On aura. par suite 
2 P 9 

F (3) VA Au A 
RESTE ha Rate ot DCR), 

et, en remettant pour h sa valeur 3 — a, 

F (z | A A = ane re + D(s 0) 

c'est-à-dire une somme de fractions simples, plus un poly- 

nome entier. 

Opérant de même sur chacune des fractions partielles, 1l 

viendra finalement 

Ets À, hé A4 
| OTuwmte—a (z— a) 

(1) B, Bg +W (3), 

| on ro 
RS RE AR au old isa etat ele . 

W (3) étant un polynome entier. 

J. Las) Le 14 
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Le degré de ce polynome Y est aisé à calculer a priori. 

Supposons, en effet, que Q soit de degré m et P de degré 
ee P h 4 

m+u. Si]z] tend vers æ, = tendra aussi vers æ et sera in- 
Q 

fini d'ordre uv. Il doit en être de même du second membre. 

Mais les fractions qu'il contient tendent vers zéro. Donc W 

doit être un infini d'ordre #. Donc y est le degré du poly- 

nome. | 

On verrait de même que W doit se réduire à une con- 

stante si P est de même degré que ©, et disparaître complè- 

tement, si P est de moindre degré que Q. 

Connaissant ainsi le degré du polynome W, il sera facile 

de déterminer ses coefficients, ainsi que les constantes A, 

B, .... Il suffira, après avoir chassé les dénominateurs dans 

l'équation (1), d'identifier les coefficients des mêmes puis- 

sances de z dans les deux membres. On obtiendra ainsi un 

système d'équations linéaires pour déterminer les coefficients 

inconnus. 

216. Il est souvent préférable d'employer le procédé sui- 

vant, qui a l’avantage de montrer que la décomposition ne 

peut se faire que d’une seule manière. 

Posons z — a + h dans l'équation (1) ; 1l viendra 

P(a+h)=P(a)+hAP'(a) +..., 

h®% h%+1 

Q(a He QUA) SAS re 

Effectuons la division de ces deux polynomes ainsi ordonnés 

suivant les puissances croissantes de X, et arrêtons-nous au 

moment où nous aurions à écrire au quotient des termes ne 

contenant plus 2 en dénominateur. Nous aurons ainsi 

P(a+h) va Aa ES Tu 1 RA% 

ONCE TD NN EE ETS 10e 

Lu, ++. db, étant des constantes et R un polynome enter. 

é&- 
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Le second membre de l’équation (1) devient, par la même 

substitution, 

A4 A; B, 
Fa RE D TR RE 

Nous avons donc identiquement 

y : RA% 

h& AM Q(a Eh) 

__ À A; B; 
RE rer Fa ae PR PE RE NE CC LA 

Multiplions les deux membres par A%, puis faisons À — 0. 

viendra We AS: 

Supprimons les deux termes égaux La et ae multiplions >JUPP FAR DT ‘ ) hx h&? P 

Henri retasons = oil viendra tem A, 

Les coefficients A,, ..., A, sont donc déterminés sans 

ambiguïté par les relations 

APE UE ._ At. 

On calculera de même les coefficients B,, ..., Bg relatifs 

à une seconde racine b, el ainsi de suite. 

Reste à calculer le polynome entier Y (3), dont on connaît 

déjà le degré nu. 

Soient 
P FE, M an + M,zmrb1 + Vols 

(1 ee Nz" ie N="—1 AT 

On trouve par la division 

a == A Sa pe DRE DRASS + re Pu + R, 

2, 01, ... étant des constantes et R s’annulant pour 3 = «, 

Soit d'autre part 

NES SEE a se. 
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On aura l'identité 

pst+...+op+R 

LS" À, Au B, En 

= oh ere er Re Pa le ES CR RU (0e 
z—a (s—a)*  z—b 

é 

Divisant par s4 et faisant 3 — «, il viendra 5 —s. Suppri- 

mant les deux termes égaux 924, ss, divisant par 34°! et 

D1—= Sy co faisant 3 — co, 1l viendra ; 

217. Supposons, en particulier, que Q (3) n’ait que des 

racines simples et soit de degré m, P(3) étant de degré < m. 

Soit a l’une des racines de Q ; on aura 

P(a+h) FCa) ERP Et 2e 

Qath) - Qlokii Cor 
En second lieu, le polynome W (3) n’existeia pas. La for- 
mule de décomposition sera donc 

Te He 1e Sete 

=D ou 

la sommation s'étendant aux diverses racines «a de Q (z). 

Multiplions cette équation par 3 et faisons 3 = w; 

ayant pour limite l’unité, 1l viendra 

pe AE PE 

Q'(a) 5200 (2) 

Si P (z) est de degré m — 1, le second membre a pour limite 
M 
NÉ M et N étant les premiers coefficients de P (3) et de 

Q (3). 

Si, au contraire, le degré de P (3) est << m — 1, la limite 

sera nulle, et l’on aura 

P (a) 

2 Ta — 
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IV. — Fonctions algébriques. 

218. Passons à l'étude des fonctions algébriques, défi- 

nies par une équation de la forme 

(1) QUES Y= MU EMULE EM, 0; 

où M,>..., M, sont des polynomes entiers en 3. 

Nous pouvons supposer le polynome f(u, z) trréduc- 

tible, c'est-à-dire non décomposable en un produit de fac- 

teurs de même nature; car, s’il était réducuble, on n'aurait 

qu'à étudier séparément les équations obtenues en égalant 

chaque facteur à zéro. 

Pour chaque valeur particulière de 3, l’équation (1) don- 

nera en général, pour uw, n valeurs distinctes w,, ..., un. Ce 

résultat souffre toutefois deux exceptions : 

1° Si 3 est racine de l’équation M — o, le degré de l’équa- 

uon en uw s'abaisse au-dessous de », et une ou plusieurs 

racines disparaissent. 

2° L’équation (1) peut avoir des racines égales. Dans ce 

cas, le produit 

(2) N=HM?(u; — uz) 

est égal à zéro. Or ce produit, étant symétrique par rapport 

aux quantités Mu,, Mu, ..., est un polynome entier en 3. 

L’équation f — o admettra donc n racines distinctes, sauf 

pour les valeurs de 3 qui satisfont à l’une des équations 

M0; N="0:. 

Ces valeurs exceptionnelles, en nombre limité, ont recu le 

nom de points critiques. Les autres valeurs de z sont des 

points ordinaires. 

219. Soit C un contour continu, fermé, sans point mul- 

üple, et laissant à son extérieur tous les points critiques. Les 

points non extérieurs à C forment un domaine E, d’un seul 
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tenant; et si 3 est assujetti à rester dans ce domaine, à cha- 

cune de ses valeurs correspondront n racines w,, ..., u, de 

l'équation f = 0. 

Nous allons montrer tout d’abord que, dans ces condi- 

uons : 1° les modules |w,|, ...,|u,| ne peuvent surpasser 

un nombre fixe u; 2° les modules | ui — us, ..., | u;— ux| 

ne peuvent être inférieurs à un autre nombre fixe y, plus 

grand que zéro ; 3° les modules des rapports 

Of (ur, AE 0 fu, 3) 

oz , ou; 

ne peuvent surpasser un nombre fixe 5. 

Soit, en effet, a le maximum de |z| dans le domaine E. 

Tout polynome entier en 3, tel que ZA 3%, aura son module 

au plus égal à la quantité fixe 

2|A ES 

| ; ! dM dM 
En particulier, N, M, M,,..., De Fe . sont des poly- 

dM 
nomes der ce/genre;  doncal NU NT EE NT ee |? 

dM, i ru H} 

al Re admettent des bornes supérieures qu'on peut 

assigner ; soit b la plus grande d’entre elles. 

D'autre part, M est de la forme 

A(z—3)...(s—2,), 

Où 31, ..., Zp sont des points critiques. Si à désigne la dis- 

tance du contour C au point critique le plus voisin, chacun 

des modules | 3 — 3, ,..., [3 —%)| sera au moins égal à Ô 

en chaque point de E; donc [M] ne peut s’abaisser au-des- 

sous du nombre fixe A|0P, que nous désignerons par c. 

On trouvera de même pour IN] une borne inférieure c!. 

t à 7 nb 
Cela posé, soit u la plus grande des deux quantités 1, ae 

on aura, pour toutes les valeurs considérées de 3 et pour 
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toute valeur # de la variable w dont le module surpasse u, 

LfCe, 3) SIMIToP—IMITe PE... [M] 
cloft—  b(feftt+ fofr2+... +) 

Moto nb lei T cle ele Eu 0: 
VI VI 

Ainsi # ne peut satisfaire à l’équation f— 0. Donc les 

modules des racines | w,[, ..., | w,| ont 1 pour borne supé- 

rieure commune. 

Les quantités |#;— us], ...,[|u;— ux| auront donc pour 

borne supérieure 24. L’équation (2) donne d’ailleurs 

INI=U]MP|u;— Lire 

d’où, en remplaçant |N| par sa borne inférieure c’, et tous 

les facteurs du second membre, sauf l’un d'eux |u;— ux|, 

par leurs bornes supérieures, 

GRADE (QE) TS Tr TS 

Donc | w;— ux| a pour borne inférieure la quantité 

NPA CDI 
n(n—1) 

(2H6) ? 
Quant à la dérivée partielle 

LE OR “ (RS pe _ n—1 
U; mm ET) 

elle a pour borne supérieure de son module la quantité 

DURE DORE ENS, 

On a enfin | 

fu, s)=M(u—u)...(u— uh). 

Prenant la dérivée partielle par rapport à w et posant ensuite 

u = u;, il viendra 

Ô is nee —= M(u;—u,)...(u;—u,), 
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expression dont le module a pour borne inférieure 

cyt—1, 

Le module du quotient 

df(ussz) fu) 

Ôz MO 

a donc pour borne supérieure la quantité 

bu + burTi+., _" 
D = 

cy"—t 

220. Ces préliminaires posés, choisissons, à volonté, pour 

chacune des valeurs de la quantité complexe 3 = x + y, une 

des ñ racines de f — 0. L'ensemble des racines ainsi choisies 

sera une foncuion U des variables +, y. 

Cherchons à diriger notre choix de telle sorte que cette 

fonction soit continue. 

Nous démontrerons le lemme suivant : 

Sideux fonctions U,, U;,, déterminées comme ci-dessus, 

sont continues dans tout le domaine E, et ne sont pas iden- 

tiques, elles ne seront égales en aucun point de E. 

En effet, d’après nos hypothèses, [U, — U,| sera une fonc- 

uon continue de x, y. D'ailleurs, en chaque point 3 de E, 

U, et U, sont des racines de l'équation f(u, 3) — 0. Si ces 

deux racines sont identiques, on aura 

| U, ee (Bi | 0: 

Si elles sont différentes, on aura au contraire 

| ÜU, — (1e | = VE 

Puisque U, et U, ne sont pas identiques, 1l existera au moins 

une valeur de 3 pour laquelle le second cas se présentera. 

D'ailleurs, les valeurs de [U, — U, | doivent former un en- 

semble d’un seul tenant (64). Donc [U, — U;|, ne pouvant 

prendre les valeurs intermédiaires entre y et o, ne pourra 

s’annuler. 
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Le nombre des fonctions continues distinctes qu’on peut 

former ne saurait donc surpasser le nombre » des racines de 

l'équation f = 0, et, s’il existe » semblables fonctions U,, …, 

U,, les valeurs de ces fonctions, étant constamment diffé- 

rentes entre elles, reproduiront, pour chaque valeur de 3, 

la suite complète des racines de cette équation. 

221. Nous- allons montrer réciproquement qu’on peut 

grouper ensemble les valeurs de & correspondant aux divers 

points de E de manière à constituer 7 fonctions continues 

ARCANTE ONE RE L PE 

Dans la démonstration de cette proposition, 1l nous sera 

permis de supposer que C est un contour polygonal. En 

effet, nous savons qu'on peut déterminer un contour poly- 

gonal ®, sans point multiple, contenant C dans son intérieur 

et dont tous les points soient à une distance de C moindre 

que à. Tous les points critiques seront encore extérieurs à ce 

contour ®. Or, si le théorème est vrai pour le contour ®, 1l 

le sera évidemment pour le contour intérieur C. 

Si le théorème est vrai pour deux contours polygonaux 

Pi 7,43: 20, P— 553103, ayant un côté commun 2%, 

(fig. 3), 1l le sera pour le contour polygonal ® — :,az, bz, 

résultant de la réunion de leurs autres parties. 

Soient, en effet, U',..., U!, les n fonctions U relatives 

au contour ®'; Ur’, U” les x fonctions relatives à ®”. CRE] 7 

Posons 

CV Lo LYo; St lit JÆT 
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Un point 3 situé sur la ligne 3,3, aura pour coordonnées 

LT = Lot (Ti — Lo)t, Ve dorr (Jr 

& désignant le rapport des distances 33, et 3,30. 

Si le point z = x + yi décrit la ligne 3,3, { variera de o 

à 1, etæ, y seront des fonctions continues de 4. 
Les valeurs des diverses fonctions U’, ..., U, 

I 

sont les diverses racines w%, ..., u® de l'équation 

TARDE 

Il en est de même pour les fonctions U;, ..., U,. On pourra 

au point £6 

associer une à une ces fonctions aux précédentes, en 

joignant ensemble celles qui prennent la même valeur 

en Z0. 

Soient, par exemple, U; et U; les deux fonctions qui pren- 

nent la valeur uw’. Ces deux fonctions seront égales le long 

de la ligne z,3,. 

En effet, U: est continu par rapport à x, y qui, sur la ligne 

Z031, sont des fonctions continues de £#. Donc, le long de 

cette ligne, Ü; est une fonction continue de t. Il en est de 

même pour U; et, par suite, pour | U; — U;|. 
La quantité {, variant de o à 1, parcourt un domaine d’un 

seul tenant. Donc [ U— U;]| jouit de la même propriété. Or 

U;, U; sont, en chaque point z, des racines de l’équation 

f(u, 3) = 0. Ona donc, ou |U;— U;| — o si ces racines sont 
identiques, ou |U;— U;[5 y si elles sont différentes. 

Ce dernier cas ne peut se présenter, car, |U; — U;{ étant 

nul au point 3, et ne pouvant prendre les valeurs intermé- 

diaires entre o et y, l’ensemble de ses valeurs ne serait pas 

d’un seul tenant. 

Cela posé, considérons une foncuon U; égale à U' dans 

l’intérieur de ®’ et sur sa fronuère, à U’ dans l’intérieur de 

et sur sa frontière. Cette fonction sera évidemment con- 

unue dans l’intérieur de ®. 

En faisant successivement £ — 1, ..., n, on aura les n fonc- 

uons demandées. 

: 

1 
« 

L 
À 
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On peut, au moyen de ce lemme, ramener la démonstration 

du théorème au cas où le contour ® est contenu en entier 

dans un cercle de rayon < : décrit autour d’un de ses points 

comme centre, e étant une quantité que nous pourrons choisir 

aussi petite que nous voudrons. 

On peut, en effet, au moyen de diagonales, décomposer 

l’intérieur de ® en une suite de triangles T,, T:, ..., ayant 

chacun un côté commun avec le suivant. Si le théorème est 

vrai pour chaque triangle, il le sera pour le quadrilatère formé 

par T, et T,, puis pour le pentagone formé par T,, TT», T;,,et 

ainsi de suite. 

Considérons donc un de ces triangles T. On peut le décom- 

poser par une série de parallèles à la base, distantes les unes 

| £ Ye 
des autres de moins de -; en une série de tranches; il suffira 

2 

d'établir le théorème pour chacune d’elles. 

Subdivisons enfin la tranche considérée par des perpendi- 

| L E 
culaires à la base, distantes de moins de -; on la partagera 

2 
2 G 17 , À 4 £ 

ainsi en éléments, dont chacun sera un carré de côté — ou une 
2 

partie d’un semblable carré; et il suffira d'établir la propriété 

pour chacun de ces éléments et, a fortiori, de l’établir pour 

un cercle de rayon € ayant son centre en un point de cet élé- 

ment, car l’élément tout entier lui sera intérieur. 

. Or on sait, par la démonstration que nous avons 222. Or on sait, par la d tration q 
ur l’existence des fonctions implicites (! ue, donnée pour l’exist des fonct plicites (193), que: 

pour tout point z, du domaine ® et pour toute racine w} de 

l'équation f(u, 35) — 0, on peut déterminer un nombre p; tel 

que, dans un cercle de rayon 6; décrit autour de 3, comme 

centre, 1l existe une foncuion U; de la variable complexe 2, 

satisfaisant à l'équation f(u, 3) = o et se réduisant à w? pour 

3 —= Zo. 

On pourra donc déterminer une quantité o telle que, dans 

un cercle K de rayon p décrit de 3, comme centre, il existe 

ñ fonctions U,, ..., U, de la variable complexe 3, satisfai- 
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sant à l'équation f(u, 3) = o. Il suffira pour cela de prendre 

o égal à la plus petite des » quantités Piy ee) Pre 

ILest clair que, si cette propriété appartient à un cercleK, 

elle appartiendra &a fortiori à tout domaine contenu dans ce 

cercle. 

Si donc il existe un point z,, tel que cette propriété ap- 

partienne à tout cercle décrit de ce point comme centre, quel 

que soil son rayon, on n'aura qu'à prendre ce rayon assez 

grand pour en conclure que cette propriété appartient au 

domaine E, ce qu'il s’agit de démontrer. 

Dans le cas contraire, les rayons des cercles décrits autour 

de 3, et jouissant de la propriété demandée admettront un 

maximum 7 fini, mais différent de zéro. Aucun cercle de 

rayon > 7 ne Jouira de la propriété demandée; mais tout 

cercle de rayon r — À en jouira, quelque petit que soit À. 

À chaque point 3=x+17y de E correspond ainsi un 

nombre 7 unique et déterminé, lequel sera une fonction de 

TV 

Cette fonction est continue. Soient, en effet, r et 7’ ses 

valeurs pour deux points voisins 3 et 3 + h. Décrivons de 

3 + h comme centre un cercle de rayon r—À—|h|. Ce 

cercle sera contenu dans le cercle de rayon 7 — À décrit au- 

tour de 3. On pourra donc y déterminer les nr fonctions 

U,, ..., U,; donc son rayon ne pourra surpasser 7’, et l’on 

aura 
rr—)i—]|Ah|, 

et, en faisant tendre À vers zéro, 

= » r'ir—|h|. 

On trouvera de même 
= y rsr'—|A|. 

Donc |r'— | sera Z| | et tendra vers zéro avec A. 

La fonction r étant continue, toujours positive, admet 

dans E un minimum e qu’elle atteint, et qui sera nécessaire- 

ment >> 0. La détermination des fonctions U,, ..…., U, pourra 



VARIABLES COMPLEXES. 221 

donc se faire dans tout cercle de rayon +, quel que soit J sl l 
le point de E qui sert de centre; ce que nous voulions dé- 

montrer. 

On voit, en outre, par cette analyse, que les fonctions 

U,, ..…., U, sont des fonctions synectiques de z et que leur 

dérivée en chaque point est donnée par la formule 

Of(Ur 2) 

AUTER 03 

FT NT 
OÙ; 

223. L'une quelconque Ü; des nr foncuons dont l’exis- 

tence vient d’être établie est entièrement définie dans E par 

la connaissance de sa valeur initiale u?. Proposons-nous de 

calculer la valeur »; qu’elle prend en un autre point 6 de E. 

Nous savons déjà que v; est une des n racines de l’équation 

fu, Ë) = 0; mais il nous faut assigner un caractère qui per- 

mette de la distinguer des autres. 

À cet effet, traçons dans E une ligne recufiable quel- 

conque L joignant les points z, et 6; soit / la longueur de 

LR dU; 
cette ligne. En intégrant la dérivée —— le long de cette ligne, 

dz 

on aura (202) 

0res Î 
P; — uf nee —— d5, 

et, comme est au plus égal à w, on en déduit 
FT 

lo; — u? (ET: 

4 y Re ; HE 
Si {<< —, cette inégalité suffira pour distinguer la ra- 

20 

cine ?; des autres racines de f(u, {) = 0. Car soit #4 une de 

celles-ci, on aura 

Loi v4[5v > 25 

et par suite 

ox — UPS ml—|r-u|> ol. 
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+ 2 Ÿ 0 . . . . 

S1 LE 5 On parlagera L par des points de division in- 

D Er A : y 
termédiaires 3,, 3%, ... en arcs dont chacun soit < a? et 

l’on calculera successivement les valeurs que prend U; en 

chacun des points 3,, 32, .:., @ 

294. Soit maintenant 

æ—op(t), _y—Ÿ(4) 

une ligne continue quelconque L ne passant par aucun point 

critique, et soient Z6—= Zo + LYo, 6 — E + in les extrémités 

de cette ligne, #, et + les valeurs correspondantes de &. On 

pourra déterminer pour chaque valeur de l'indice £, et d’une 

seule manière, une fonction continue w; de la variable £, sa- 

uisfaisant tout le long de L à l'équation 

o—f(u,z)—=flu, o(t)+id(e)] 

et se réduisant à w? pour 4 — to. 

En effet, supposons d’abord que L soit contenu en entier 

dans le domaine E formé par les points non extérieurs à un 

contour C fermé, continu, sans point multiple et laissant à son 

extérieur tous les points criliques. On peut déterminer dans 

ce domaine, comme on l’a vu, une fonction U;, continue par 

rapport à +, y, salisfaisant à l’équation f(u, z) = o et se ré- 

duisant à u? pour 3 — 35. Le long de la ligne L,, x, y sont 

des fonctions continues de #. Les valeurs successives de UÜ; 

le long de cette ligne fourniront donc une fonction w; de la 

variable £ satisfaisant à l’énoncé. 

Cette fonction est unique. En effet, s’il existait une autre 

fonction v; de même nature, | ui — vi | serait une fonction 

continue de £. Les valeurs de { comprises entre #, et + for- 

mant un ensemble d’un seul tenant, 1l en est de même des 

valeurs correspondantes de | Us pi Ë D'ailleurs, uw; etv; étant 

des racines de l’équation f(u, 3) = 0, | u;— v;| sera nulouS y 

suivant que ces racines seront identiques ou non (219). 
Enfin, cette expression est nulle pour 3 = 3,; donc elle 

# 
ro 

» sh df ts 
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devra l’être tout le long de L, pour que l’ensemble de ses 

valeurs soit d’un seul tenant. 

Remarquons d’ailleurs que la valeur finale de u;au point @ 

ne sera autre chose que la valeur que prend en ce point la 

fonction U;. Cette valeur finale resterait donc la même si l’on 

remplaçait la ligne L par toute autre ligne continue L'ayant 

les mêmes extrémités, et également contenue dans E. 

Supposons au contraire qu'il n’existe aucun contour de 

l’espèce G dans l’intérieur duquel la ligne L soit contenue 

tout entière. On pourra 1out au moins décomposer cette 

ligne en arcs partiels dont chacun soit renfermé dans un 

semblable contour. 

Soient en effet £’, {” deux des valeurs de t; z3/, z/ les va- 

leurs correspondantes de 3. On seit qu'on peut, quelle que 

soit la quantité e, déterminer une autre quantité à telle que 

lon ait toujours 

Jz"— s'l<e, si [#—1|<o. 

Prenons pour : une quantité moindre que la plus courte 

distance de L au point critique le plus voisin. Si nous sub- 

divisons l’intervalle {,7 par des points intercalaires 44, 2, 

en intervalles éotr, ..., xtxyis ... d'étendue < Ô, tous les 

points de l’arc 324,1, par exemple, auront des distances 

mutuelles +. Ils seront donc contenus en entier dans un 

cercle Cx de rayon e décrit autour de l’un d’eux, lequel cercle 

laissera à son extérieur tous les points critiques. 

Cela posé, 1l existe le long de l’arc 4,4, une fonction con- 

unue de # satisfaisant à f(u, =) — o et prenant pour £ — t, la 

valeur initiale uw; 

pour 4 —t,. Il existe de même le long de £,{; une fonction 

on pourra déterminer sa valeur finale u} 

analogue ayant pour { —t,. la valeur initiale w;; et l’on 

pourra déterminer sa valeur finale #? pour {4 — t:. Conti- 
nuant ainsi et réunissant ces fonctions successivement obte- 

nues, On constituera une fonction w; définie tout le long 

de L; sa valeur finale +; sera une racine déterminée de 

équation (ur 0); 
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On voit par celte analyse que, lorsque 3 décrit la ligne L, 

les racines de l’équation f(u, 3) = o varient chacune d’une 

manière continue, et passent des valeurs initiales uw, ..., u, 

aux valeurs finales p,, ..., 6. 

Il est clair que si z décrivait L en sens contraire, de € à 

Zo, Ces racines repasseraient chacune par la même série de 

valeurs et reviendraient respectivement de v,, ...,v» à 
0 0 AR ET CRT 

225. Supposons que 3, au lieu de décrire la ligne L, 

suive une autre ligne L/, joignant également z, à €. Les ra- 

cines de l'équation f(u, 3) = 0, variant d’une manière con- 

unue, passeront des valeurs initiales u°, ..., uw} à des valeurs 

finales #,, ...,v,. Ges nouvelles valeurs seront, comme 0,, …, 

x, les racines de l’équation f(u, 6) — 0. Elles seront donc 

identiques à ces dernières, à l’ordre près. Si cet ordre est 

le même, nous dirons que les deux chemins L et [/ sont 

équivalents; mais on conçoit que cet ordre puisse au con- 

traire être changé, et nous verrons plus tard qu’en prenant 

pour valeur initiale une racine donnée uw? de f(u, z5) = 0, 

et choisissant convenablement la ligne L/, on peut ob- 

tenir comme valeur finale l’une quelconque des racines de 

Cu CG =407 

226. On peut, comme on va le voir, réduire un chemin 

quelconque allant de z, à © à un chemin type qui lui soit 

équivalent. 

Désignons par L un chemin fixe choisi à volonté de 3, 

à C; par L-' le même chemin décrit en sens contraire de € 

à Z,; un autre chemin quelconque [/ allant de 3, à 6 sera 

équivalent au chemin L'L-tL,. 

En effet, lorsque 3 parcourt L/, uw; passera de la valeur imi- 

tale u? à une valeur finale w; lorsque 3 parcourt ensuite L=!, 

ui passera de la valeur + à une valeur u®; il repassera de uw? 

à lorsque 3 parcourra L. La valeur finale sera donc la même 

que si l’on s'était borné à faire le premier trajet L/. 
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. Or L/L=1t est un contour fermé ramenant 3 à sa valeur ini- 

tale 3. 

Donc tout chemin tracé de z, à & équivaut à un contour 

fermé L'L'—=C suivi du chemin L. Il ne nous reste donc 

qu'à étudier la réduction des contours fermés. 

227. À cet effet, traçons, à partir de chacun des points 
critiques &, %, ..., une ligne continue, sans points multi- 

ples, s'étendant jusqu’à l'infini. Nous donnerons à ces lignes 

45, 2,$,,.. le nom de coupures. Nous les supposons menées 

de manière à ne pas se rencontrer; à cela près, leur tracé 

est arbitraire. 

Il est permis d'admettre que le contour C à étudier ne 

rencontre ces coupures qu'en un nombre limité de points. 

En effet, on peut, si cela est utile, choisir pour coupures 

des lignes droites. D'autre part, si nous décomposons, 

comme au n° 224, la ligne C en arcs 3021, ..., 3k2Zx41, 

assez petits pour que chacun d’eux, tel que 343x41, soit con- 

tenu dans un cercle C; ne contenant aucun point critique, 

les valeurs de w; aux points successifs 36, 3,, ... et enfin sa 

valeur finale seront évidemment les mêmes, qu’on suive la 

courbe C ou le polygone inscrit P = 3,3,.... Ce contour 

polygonal est donc équivalent à C et peut lui être substitué 

au besoin. Or ce nouveau contour ne peut rencontrer les 

coupures qu’en un nombre limité de points. 

228. Cela posé, si C ne traverse aucune coupure, on 

pourra (fig. 4) l’envelopper par un contour fermé € sans 

point multiple dont la distance à C soit partout moindre que 

celle de C à la coupure la plus voisine, et ce contour € 

ne contiendra évidemment aucun point critique. Soit U; la 

fonction de 3 déterminée dans € par l'équation f(u, z) — 0 

et la valeur initiale w° pour 3 —2%,; u; étant égal tout le 

long de C à UÜ;, qui n’a qu’une valeur en chaque point de 

l’intérieur de ©, reviendra à sa valeur initiale en même 

temps que z. Le contour G est donc équivalent à zéro. 

RES AE 15 
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Si Ctraverse m fois les coupures, il équivaut à m contours 

successifs, dont chacun les traverse une fois seulement. En 

Fig. 4. 

£ | 
€ Bi 

effet, soient p (fig. 5) le premier point d’intersection qu’on 

rencontre en suivant le contour C; p’ le second; 4 un point 

Xo 

de C intermédiaire entre p et p!. Joignons q à 3, par une ligne 

qui ne traverse aucune coupure. Le contour 

C= :0pgP'2%0 

équivaut évidemment au suivant, 

4 Led ! La Z0P4.:4509.4P 3o) 

lequel se compose : 

1° Du contour fermé GC, = 3,pq 3, qui ne traverse les cou- 

pures qu'au seul point p; 
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2° Du contour fermé C= 3,9p'z,, qui ne les traverse 

que m— 1 fois. 

Si m>2, on appliquera à C’ une décomposition ana- 

logue et l’on arrivera enfin à montrer que C est équivalent à 

C4 Co... Cm, les contours GC, ..., Cr» ne traversant chacun 

les coupures qu'en un seul point. 

229. Considérons un de ces derniers contours C,, traver- 

sant en un point p la coupure 48 correspondant au point 

critique &. Traçons autour du point « un cercle d’un rayon 

arbitraire assez petit pour laisser à son extérieur tous les 

autres points critiques. 

Joignons ce cercle au point 3, par une ligne déterminée 9%; 

Fig. 6. 

B 

C1 

qui ne traverse aucune coupure, mais qui peut être choisie, 

d’ailleurs, arbitrairement. 

Supposons le contour C, décrit dans le sens de la flèche. 
La portion z,yp de ce contour est évidemment équivalente 

à ssgnmp; Car on peut envelopper le système de ces deux 

lignes par un contour ne contenant aucun point crilique. 

Par la même raison, p 03, est équivalent à pm{lqz,. Donc, le 

contour total C, équivaut au contour z,gnmpmlgz,ou,en 
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supprimant dans ce dernier la ligne mp, décrite deux fois de 

suite en sens contraire, au contour 4,qnm0q 2. 

Ce dernier contour, formé de la ligne z,q, du cercle gnmlq 

et de la ligne de retour g3,, est entièrement déterminé. Nous 

l'appellerons le contour élémentaire (ou le lacet) corres- 

pondant au point critique à. 

Si le contour C, était décrit dans un sens contraire à celui 

que nous avons supposé, il serait équivalent au même lacet, 

décrit en sens inverse. 

Nous avons donc ce théorème : 

Soit L'une ligne déterminée joignant 3, à Ÿ; soient 

d'autre part T,T,,... les lacets correspondant aux di- 

vers points critiques a, æ, .…, Ces lacets élant décrits dans 

le sens direct, c’est-à-dire de manière que dans le mou- 

vement on laisse à sa gauche l’intérieur du petit cercle ; 

Tri TT SENS memes lacéL ELEC SALES ETLSENE POS 

grade. Tout chemin 1}, joignant z, à &, sera équivalent 

a une combinaison destlacets IS De De es Are 

du chemin L. 

230. Lorsque 3, partant de la valeur initiale 3,, parcourt 

un lacet F (ou tout autre contour équivalent), la fonction w;, 

qui correspond à la valeur initiale w}, prendra une suite de 

valeurs que nous pouvons calculer de proche en proche; 

nous trouverons comme valeur finale une quantité uw}, qui 

sera, comme la valeur initiale uw}, une racine de l’équation 

f{u, 35) — 0. En faisant un calcul analogue pour chacune 

des racines uw? prise comme valeur initiale, on retrouvera, 

comme valeurs finales, la même série de quantités, dans le 

même ordre ou dans un ordre différent. 

Le même contour, décrit dans le sens rétrograde, conduira 

réciproquement de la valeur initiale wÿ à la valeur finale w?. 

Supposons qu'on ait fait tous les calculs nécessaires pour 

établir la correspondance entre les valeurs initiales et les va- 

leurs finales des uw; pour chaque valeur de z et pour chacun 

des laceta Ier 
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Supposons qu'on ait fait également les calculs nécessaires 

pour déterminer la valeur finale 6; que chaque fonction w; 

prend au point € lorsque 3 parcourt la ligne L. 

On pourra dès lors, sans nouveau calcul, déterminer la va- 

leur finale de «w;, lorsqu'on se rend de 3, à Ü suivant une 

ligne quelconque L/. En effet, on voit immédiatement, à la 

seule inspection de la figure, quelle est la combinaison de 

lacets qui, suivie du chemin L, équivaut à L’. 

Supposons, par exemple, que L' soit équivalent à FF, L. 

On sait, par les calculs précédents, que, lorsque 3 parcourt 

T, la fonction à étudier passe de la valeur initiale wf à une 

valeur finale connue u}. On sait de même que, lorsque 3 par- 

court ensuite F,, la fonction définie par la valeur initiale uwf 

acquiert une valeur finale connue wŸ. Enfin, lorsque 3 par- 

courra L, la fonction passera de la valeur initiale uw} à la va- 

leur finale e,. 

231. Désignons par E l’ensemble de tous les points du 

plan à l’exclusion des coupures. Soient 3, un point fixe et 

Ÿ un autre point quelconque, tous deux situés dans ce do- 

maine. Lorsque z se rend de 3, à € sans sortir de ce domaine, 

celle des racines de l'équation f(u, 3) — 0, dont la valeur 

initiale était w?, prendra en € une valeur finale »;, racine de 

l'équation f(u, Ÿ) = 0, et indépendante du chemin suivi par 3. 

Il résulte d’ailleurs de l’analyse précédente que v; est une 

fonction synectique de €. On voit donc qu'il existe, dans le 

domaine E, x fonctions synectiques U,, ..., U, de z, satis- 

faisant à l’équation f(u, 3) = o et caractérisées chacune par 

la valeur qu’elle prend pour 3 — 35. 

Mais ces fonctions, nettement séparées dans le domaine E, 

cessent de l’être si 3 devient libre de traverser les coupures 

(sans toutefois passer par les points critiques). Supposons, 

en effet, qu'en décrivant le contour élémentaire correspon- 

dant à la coupure 48, par exemple, w passe de la valeur 

initiale w} à la valeur finale wÿ. Si z se rend de 3, à € par 

un chemin qui traverse la coupure 48, w passera de la 
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valeur initiale uw} à une valeur finale qui ne sera plus v:;, 

maIs px. 

Si donc 3 n’est assujetti dans sa variation à aucune restric— 

tion (sauf celle de ne pas passer par les points critiques), 

nous devrons considérer les fonctions U,, ..., U, comme 

appartenant à un même système analytique, que nous ap- 

pellerons la fonction algébrique u définie par l’équation 

fu, 3) — 0; à chaque valeur de 3 correspondront x valeurs 

différentes de w. 

Nous dirons que U,, ..., U, sont les branches ou les dé- 

terminations de cette fonction dans le domaine de E. 

Cette répartition des valeurs de la fonction algébrique w 

sur des branches distinctes U,, ..., U, synectiques dans le 

domaine E a l’avantage de permettre l’application des théo- 

rèmes établis précédemment pour les fonctions synectiques. 

Mais cette distinction est aruficielle ; car elle dépend du tracé 

des coupures, qui est arbitraire. 

V. — Transcendantes élémentaires. 

232. Les transcendantes les plus simples sont celles aux- 

quelles on se trouve conduit en cherchant à intégrer les frac- 

tions rationnelles. 

Une semblable fraction est une somme de termes entiers 

tels que Az” et de fractions simples telles QUE ——. 
(5s— a)! 

; gs n+i 

Or Az’ est la dérivée de FRE La forme générale de ses 

intégrales sera donc 
Agn+i 

———— —+- const. 
mm +I 

C’est un polynome entier. 
: ; A A Es 

D'autre part, sin >> 1, ——— est évidemment la dérivée 
(3— a)" 

A 4 , » L 

€ ——.; et la forme générale de ses intégrales 
(1— n)(z—a}"t1? RE 



VARIABLES COMPLEXES. 231 

sera 

A 
RATE e pro 0 O0DAUS 

expression rationnelle. 

Il reste à trouver les fonctions primitives des fractions 

simples de la forme Ep 

233. Locarirame. — Supposons qu'on ait trouvé une 
. CRD . I . . 

fonction primitive f(z) de la fonction -+ Les fonctions pri- 

mitives de seront évidemment 
pA 

Af(z—a)+ const. 

On n'a donc qu’à chercher une fonction f(z3) ayant pour 
m2 , I 5) e . « , . 

dérivée - et satisfaisant par suite à l'équation 
2 

=. 
MAIL 

La fonction - étant synectique dans tout le plan, à l’excep- 

tion du point critique z = 0, nous savons d’avance (202) que, 

dans l’intérieur de tout contour fermé C qui n’enveloppe pas 

ce point, on pourra déterminer des fonctions synectiques f 

satisfaisant à cette équation. 

Pour obtenir l'expression de ces fonctions, désignons par p 

le module de z, par © l’un de ses arguments, de telle sorte 

qu'on ait 
Z = p(cosp +rsino). 

Changeant p ete en p + do, © + d, il viendra 

3 = dp(coso +isino) + p do (— sing + icosv), 

d’où 

= ET + ide d Logp + ide 

et par suite 

J = Logo + io + const. 
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Supposons la constante nulle; nous aurons 

(1) J = Logp +10. 

La quantité z a une infinité d'arguments; +’ désignant l’un 
L4 L4 d’eux, leur formule générale sera 

o — o" Ne KT, 

Æ étant un entier positif ou négatif. 

L'expression Logo +19, trouvée ci-dessus, admet donc 

pour chaque valeur de 3 une infinité de valeurs 

Log o + 1(g +2). 

On les nomme les logarithmes de z, et on les représente 

par log z. 

in donnant successivement à © les diverses valeurs dont il 

est susceptible, on obtiendra une infinité de fonctions dis- 

tinctes 

Jr= Logp +i(p+2kr), 

dont chacune sera synectique à l’intérieur de C. 

Cela posé, par le point critique 4 = 0, traçons une cou- 

pure arbitraire (par exemple, une demi-droite faisant un 

angle donné À avec l’axe des x), et considérons le domaine 

formé par tous les points du plan, à l’exclusion de cette 

coupure. 

Soit z un point de ce domaine, et prenons pour +’ celui de 

ses arguments qui est compris entre À et À— 27. Ilest clair 

que p et ©” sont entièrement déterminés en chaque point £. 

Chacune des fonctions fx; a donc une valeur unique et 

déterminée pour chaque valeur de 3; elle a d’ailleurs pour 

, % ’ I e e . 

dérivée -; qui est continue ; elle est donc synectique. 

Mais il en est autrement si l’on cesse d’astreindre 3 à ne 

pas traverser la coupure. Supposons, en effet, que z décrive 

dans le sens direct un contour fermé sans point multiple 
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entourant le point critique 3: — 0. Lorsqu'il reviendra à sa 

valeur initiale 35, son argument se sera accru de 2ret, au 

lieu de la valeur initiale 

Jr Logpo+ io, +2kT), 

on aura comme valeur finale 

fin Logpo+ é[o, + a(&+1)r]. 
Donc fi, ..., fx, ... considérées dans toutle plan (à l’exclu- 

sion du point critique 3 — 0) ne sont pas des fonctions dis- 

unctes, mais des branches d’une même fonction, qu’on repré- 

sente par logz. 

Ces branches se permutent circulairement par une rotation 

autour du point 3: — 0. 

234. Soient 

3 = p(coso + sin), 31 P1(COSP, + isino:), 

d’où 

logs — Logo +10, logs, — Logo, + 101. 

On en déduit 

log z + logz, — Logp + Logo, + (9 + 9) — Logppi + (9 + o:). 

Or pp, est le module, et o +, l’un des arguments de 331. 

Donc le second membre de cette équation est l’un des loga- 

rithmes de 3z,. Les autres ne diffèrent de celui-là que de 

multiples entiers de 2rt. On aura donc 

(2) log z + logs, — logzs, + 2 ki, 

l’entier Æ dépendant du logarithme choisi. 

9235. ExponenTiezLzEe. — Nous désignerons par e° la fonc- 

tion inverse de logz, définie par l'équation 

log u — z. 

Soit z—x+iy, u—p(cos?+isino). On aura, pour 
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déterminer o et ©, les équations 

LOPDEE, JACR 

La première équation donne 6 — e*, e* désignant la fonc- 

uon de x inverse de Logx, et définie au n° 116. On aura, 

par suite, 

(3) Cie u— e® (cosy + isiny). 

Cette fonction est synectique dans tout le plan. Elle prend 

toutes les valeurs possibles, zéro excepté. Quand x tend 

vers — >, elle tend vers o. Quand x tend vers +, elle 

tend vers œ, mais de telle sorte que son argument y reste 

indéterminé. Enfin, si + restant fini y tend vers «, elle ne 

tend nécessairement vers aucune limite déterminée. 

Elle a d’ailleurs pour dérivée 

— u = e 
(logu)' 

donc 

(4) (EPS 

Soient 
3=2Z+iY, 31 —= Li +1; 

on aura 

(5) eten— et [cos(y + y1) + isin(y + y1)] = et. 

Remarquons enfin qu'on a 

(6) eTi — COST +ISINT ——1, ; 
ae | 

CTAICOS2 TEE LSIN DT, | 

(3) esthTi e2eRti (— jhhez, . 

Donc ef ne change pas quand on accroît 3 d’un multiple | 

de 274; on énonce cette propriété en disant que là fonction 

est périodique et que sa période est 2xé. 4 

236. Purssances. — Nous définirons l'expression 3”, 3 et 

m désignant deux nombres complexes quelconques, dont le 
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premier n'est pas nul, par l'équation 

gm— em logz ÿ 

Soient m — 4 + f$4, 3 — p(coso + isino); il viendra 

gi — ett+Bi) [Log p+i(p+2%T)] 

— pa Logp—$ip+2kn)+i18 Los p+a(p+24T)]. 

Le module M et l’argument ® de 77° seront donc donnés 

par les formules 

(8) M —elosp—fip+2kn), 

(9) D —BLogp+a(o+2kr)+24'r. 

Si 8 n’est pas nul, à chaque valeur de k correspondra une 

valeur différente de M, et 3” aura une infinité de valeurs 

distinctes. 

Si 6— 0, M n’a plus qu’une seule valeur; toutefois, si & 

est irrationnel, aux diverses valeurs de Æ correspondront au- 

tant de valeurs de ®, ne différant pas les unes des autres de 

multiples de 2r, et fournissant par suite autant de valeurs 

distinctes pour 3”. 

Si, au contraire, & est un nombre rationnel L, deux va- 

leurs de £ qui diffèrent de multiples de 4 donneront la même 

valeur pour 3”, Cette expression n'aura donc que q valeurs 

distinctes, correspondant à Æ — 0, 1,..., g —1. 

Dans ce cas, l'expression 3” = w sera racine de l’équation 

algébrique 
TRES 

car, en élevant les deux membres de l'équation 

à la puissance g, il viendra 

DAC TE 

Or, si p est positif, le second membre de cette équation est 
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le produit de p facteurs égaux à e!"%° ou à z; si p est un 

nombre négatif — p', ce sera le produit de p' facteurs égaux 
mr 

æ 

Lorsque m est réel et 3 positif, l’un des logarithmes de z 
2 © ) 

Logs, est réel, et l’une des valeurs de 2", e”#%, est réelle. 

237. On a, o étant le module ets l’un des arguments de 3, 

log 3 — Logp +io+2Ari 

el, par suite, 

( 10) gi — e2nATi pm (Log p+ip). 

1° Soit z/ une autre quantité ayant le module p' et un ar- 

gument &'; on aura de même | 

g'Mm— p?MmkITi ern(Los giron 

(zz!)}" — e?nklni emiLogpp/+i(p+p/)] : 

d’où 

( 11 ) gm g'm — Las fée CHERE 

K étant un entier, égal à Æ + k!— k". 

2° On aura, d’autre part, 

gml e2n!kTi pm! (Log PHig). 

gm+ml e2tn+mlt)klini ,(m+m/!) (Log p+ip) à 

d’où 

(1 2) gm gr — gm+ml e2Tilm(k—kll)+ml(kl—kl;] ; 

3° Enfin 3*# aura, pour l’un de ses logarithmes, 

2mknri+ m(Logo +io). 
Donc 

(27 nr — en!logz” — e2n'kITi e?nmmlkTritmml (Log p+ip). 

D'ailleurs, 
gmml — e? mmlklini enm!(Log p+i®) , 

Donc, enfin, 

(13) (any — gl Ql(k- Al )m+klamini, 
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238. Supposons 3 variable; l'expression 

— YA il zgm e”1log 

sera une fonction de fonction de 3 qu'il est aisé d’étudier. 

Traçons, à partir de l’origine des coordonnées, une cou- 

pure rectligne, faisant l’angle À avec l’axe des +. Dans tout 

le reste du plan, les diverses valeurs de logz peuvent être 

réparties en branches synectiques : w, étant déterminé sans 

ambiguïté en fonction de logz, jouira de la même propriété. 

Si l’on adopte, pour ©, celui des arguments de 3 qui est 

> À, mais < 27 + À, ces diverses branches correspondront 

aux diverses valeurs qu’on peut donner à l’entier Æ dans 

la formule (10). 

Il est aisé de voir comment ces diverses branches se per- 

mutent entre elles lorsque z décrit un contour fermé entou- 

rant le point critique o. Supposant ce contour suivi dans le 

sens direct, le module de z reviendra à sa valeur initiale : 

mais son argument se sera accru de 27. On aura donc passé 

de la valeur initiale 

Un e2mATi pm (Log p+i9) 

à la valeur finale 
e2mTi Dire 

9239. La dérivée de 37 se trouvera en dérivant l'équation 

qui définit cette fonction. On trouve ainsi 

ou: n — em logz U : 

Mais 

ul 

donc 
(EC HUE À run me("—1) logz. 

Cette expression peut s’écrire . 

(14) (au RE EN, 
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à la condition d'adopter, pour le calcul de z7”*°!, la même 

valeur de log z que pour celui de 3”. 

240. Cherchons enfin si 3”* tend vers une limite lorsque z 

tend vers zéro ou vers cæ. 

Posons 

3 — p(coso +ising), ma +6; 

le module M et l'argument ® de z”* seront donnés par les 

formules (8) et (9). | 

Si 6 n’est pas nul, ilest clair que, de quelque manière que 

o varie, on peut faire varier simultanément + de telle sorte 

que M prenne une suite de valeurs entièrement arbitraire ; 

donc z”* ne tendra vers aucune limite déterminée. 

Supposons, au contraire, que f soit nul, ou que » soit 

astreint à rester compris entre deux nombres fixes. 

Soit d’abord 4 > 0. Si 3 (et, par suite, p) tend vers zéro, 

Loge tendra vers —, M (et, par suite, 3”) vers zéro. Si z 

tend vers æ, Logo et M tendront vers + ©; 3” Lendra donc 

vers ©, Mais sans que son argument ® tende nécessairement 

vers une limite. 

Si à <T 0, le contraire aura lieu. Lorsque 3 tendra vers 0, 

z" tendra vers æ, sans que son argument tende nécessaire- 

ment vers une limite ; mais, si z tend vers , z”* tendra vers 

ZÉTO: 

Enfin, si 2 est nul ainsi que $, on aura constamment 

Meeus D— 247, d’où st je 

241. Foncrions TRIGONOMÉTRIQUES. — S1, dans l’équa- 

uon (3), qui définit ef, nous posons + = 0, il viendra 

(15) eiŸ — cos y + sin y, 

et, en changeant le signe de y, 

(16) e iY— cosy —isiny 
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On en déduit 

rase reur : ARE mA 
(17) RON RS nt SIN Y = ——— 

2 21 

Ces formules, établies dans le cas où y est réel, pourront 

servir de définition à cosy et siny, lorsque cette variable est 

complexe. | 

Quant à tangy et coty, elles continuent à être définies 

par les formules 

sin y ] 
(18) Lang y = —— — 

COS y cot y 

Ces fonctions n’ont qu’une seule valeur pour chaque va- 

leur de la variable. Les deux premières seront synectiques 

dans tout le plan; mais tangy et coty deviendront respecti- 

vement infinies pour.les valeurs de y qui annulent cosy ou 

sin y. 

Toutes les formules de la Trigonométrie subsistent pour 

les valeurs complexes de la variable, car elles se déduisent 

des suivantes : 

sin(o)— 0, cos(o)—=1, 

UTC T 
SIDA COS — — 0, 

2 2 

sin(— a) ——sina, cos(— a) —= cosa, 

sin(a + b) = sina cosb + cosasinb, 

cos(a + b) == cosa cos b — sina sin b, 

dont on peut vérifier immédiatement l’exactitude en substi- 

luant aux lignes trigonométriques leurs expressions en ex- 

ponentielles. 

On vérifie de même les formules 

(sins) — cosz, (coss) ——sinz, 

d’où 
I 

, (cotz) = — e (tangs) — 
cos? 3 sin? 3 
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249. On a, d’après les formules d’addition, 

sin(æ + iy) = sinæ Cosiy + CosæSint y 

; e + e* È eY "er 
= SIDT ———— + LCOS ET —— ) 

2 2 

cos(æ +iy)—cCosx cos iy —sinæsinty 

e + e* CIE 
ALORS ISIN TEE . 

2 2 

Ces expressions ne peuvent s’annuler que si leur partie 

réelle et leur partie imaginaire s’annulent séparément. D’ail- 

ee + e : pur per 1 
leurs = est toujours positif et différent de zéro; en 

2 

outre, sinx et cosæ ne peuvent s’annuler à la fois; donc 

sin(æ +iy) ne s’annule que si l’on a 

CE ee)! 
SN T0; = 

2 

d’où 

D OT ea 0 

et cos(æ +17) ne s’annulera que si l’on a 

CI ns PE 
COST 0, — —= 0, 

2 

d’où 

æ—(K+TLT, V0; 

Y Le y CPE 
Si y tend vers ©, tendra vers +, et 

PA 

vers + 2 Ou vers — æ, suivant que y sera positif ou négatif. 

Donc sin(x + 1y)etcos(x + iy)tendront vers 0; mais leur 

argument dépend de x et ne tendra pas nécessairement vers 
une limite. 

Si y restant fini, x tend vers æ, sin(x + iy)etcos(x +iy) 

resteront, au contraire, finis, sans tendre nécessairement vers 

une limite. | 

243. Tout produit de sinus et de cosinus peut être trans- 

formé en une somme de sinus et cosinus. Il suffit, pour cela, 
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de remplacer les sinus et cosinus par leur valeur en exponen- 

uelles, d'effectuer les multiplications et de revenir ensuite 

aux lignes trigonométriques. 

Proposons-nous., par exemple, d'exprimer sin”? 3 en fonc- ; ; 

on des sinus et des cosinus de 3 et de ses multiples (me étant 

supposé entier). On aura 

(2 af sin”? 3 — Les nr baie 7 

m(m—1) 
— erris Ras met?) iz TE etn—#)iz A 

’ Associons ensemble les termes à égale distance des ex- 

trêmes ; 1l viendra : 

Si m est impair, 

(bo) Sin?z 

| . : m(m—1) 
— 24| Sinmz—mMSIN(Mm—2)s + ————— sin (m1 — is. 

si A2 est pair, 

(24) sin” z— 2cosm3 — 2m COS(m —2)z 

m(m —1 
TETE PRE) SR 

F0 0m 

m\? 
1.2... — 

2 

2 COS/!3 — (eis + CRUE emniz | meltn—?)is D, " 

ar) 

On aura, de même, 

et, en associant les termes deux à deux, 

2 COS"! 3 — 2C0S M3 + 2 COS(M—2)3 +.... 

Cette série se terminera, si » est impair, par un terme en 

; \ 1.2.: 
cosz; Si M est pair, par un terme COnSiant ——— ° 

244. On peut réciproquement exprimer cos mn 3 et sin m3 

J. — I. 16 
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en fonction de sinz et de cosz. On a, en effet, 

cosmaz+isinmz—e"i— (e)"— (cosz + isinz)", 

d’où, en développant par la formule du binome et égalant 

séparément les parties réelles et les parties imaginaires, 

MAÂM 1 k 
CoSMm3 — COS" 3 — HART) cos”? 3 sin?s 

m(m—i1)(m—2)(m—3 RE LE, 
LA SRB re AU PP) en sintz Lin. 

BRAVE t 

: ! m(m—1)(m—02 : 
sinmz—mcos”"*—!3sin z — RER cos" 3 zsin?z +... 

122. 

Remplaçant dans ces formules sin?z par 1 —- cos?z, ou ré- 

ciproquement, on voit : 

1° Que cosmz s'exprime par un polynome de degré m 

en COS; | 

2° Que sinmz est un polynome de degré m en sinz si m 

est impair; que, si m» est pair, sinmnz sera égal au produit 

de cosz par un polynome de degré m — 1 en sinz. 

245. Soit m un entier impair quelconque; on aura, comme 

nous venons de le voir, 

sinmz—f(sins), 

f désignant un polynome de degré m. Il est aisé de mettre 

ce polynome sous forme d’un produit de facteurs. 

En effet, sinmz s’annule pour les » valeurs suivantes de z, 

T 
O, 2H —3 +.) mr ee Mare D 

auxquelles correspondent autant de valeurs distinctes pour 

S1n Z. 

On aura donc 

. : sin? 3 sin? 3 
SIN NZ ELA SNS J' . lipe : |» 

He .oM—IT 
SIN” — SIN — — 

m 2 m 

À désignant un facteur numérique. 
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Pour le déterminer, donnons à z une valeur infiniment pe- 

ute. Le premier membre de l'équation précédente aura pour 

valeur principale m3 et le second Az. Donc À — m. 

anne 
Changeons 3 en ES l'équation deviendra 

TZ Pere 
sin? — Sin -— 

. Le m m 
DUR TE RQ CEA EE SON) OR PEUT SR PRE a Re Ca 

m + Us .:M—IT 
Sin SIN — — 

\ mi 2 m 

246. Anc TancenTE. — La fonction & = arc tang 3, inverse 

de la tangente, sera définie par l’équation 

I eu Cral et 

3 =tangu = - ————— 

ou 

e?iu [ 

13 = — : 
e‘lu LI] 

On en déduit 
e?iu LOUP EMULE 

. 

PERS 
MORE © log 

tn , 
= ne LOUE OBS) ER E |: 

Pour chaque valeur de 3, les logarithmes ont chacun une 

infinité de valeurs, différant de multiples de 27; uw aura 

donc une infinité de valeurs différant entre elles de mul- 

uples de x. 

Les valeurs 3 — + £ font exception. Pour chacune d'elles, 

l’un des logarithmes devient infini, et 1l en est de même 

de «. 

Par chacun de ces deux points critiques traçons une cou- 

pure. Dans le reste du plan, les diverses valeurs de chaque 

logarithme et, par suite, celles de w forment des branches 

synectiques. 

Il reste à voir comment ces branches se permutent entre 

elles à la traversée des coupures. Pour cela, supposons que 

z décrive, dans le sens direct, un contour fermé entourant le 
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point £ en laissant le point — £ à son extérieur. L’argument 

de £— 3, en variant d’une manière continue, se sera accru 

de 27; celui de & + 3 reprendra sa valeur initiale. Le pre- 

mier logarithme se sera donc accru de 27x#, sans que Île 

second ait changé. La valeur initiale de w étant w,, sa valeur 

finale sera donc wo + 7. 

On voit de même que, si 3 tournait autour du point — 5, 

u passerait de la valeur initiale &, à la valeur finale uw, — 7. 

En dérivant l'équation (19), on voit, d’ailleurs, que la 

fonction & a pour dérivée 

; FEU I I 
HER ion ie du . 

SI 

247. Arc sinus. — Considérons encore la fonction 

u — arcsinz, 

inverse du sinus et définie par l'équation 

eiu eriu 

Z = Sinu — 5 

sh 

d’où, en résolvant par rapport à eix, 

ie NE 
(20) u = = log(iz +132), 

a 

Vi—z? désignant l’un des deux nombres réels ou com- 

plexes dont le carré est 1 — 22. 

Soit zu9 l’un des logarithmes de £3 + /1— 32; les autres 

auront pour forme générale iuç+2krt; d'autre part, 
— 1 

is Nr? 

de ses logarithmes, £r — is, et la forme générale de ses lo- 

iz—/1— 3? étant égal à admettra, pour un 

garithmes sera £(7 — u9) + 2. Les diverses valeurs de & 

seront donc données par le système des deux formules 

Uo+2ÆAT, 
U== 

T—Uo+2AT. 
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Ces valeurs sont toutes distinctes, à moins que w, ne soit un 

Tr 
multiple impair de —, auquel cas la seconde formule donne 

2 

les mêmes valeurs que la première. Si cela a lieu, on aura 

; HET x 
= log(is + Vi ) ER 

d’où 

dérivée finie et continue, sauf pour les valeurs critiques 

248. Considérons la région du plan non extérieure à un 

contour fermé sans point multiple qui laisse à son extérieur 

les deux points critiques. Dans cette région, w,, admettant 

une dérivée constamment finie, varie d’une manière continue 

et n’est jamais muluple impair de RS Le module de la diffé- 

rence entre &, et celui de ces multiples qui en est le plus 

voisin restera supérieur à un nombre positif fixe. Les diffé- 

rences mutuelles des racines w, étant de l’une des deux 

formes 2kr, 2u9 +(2k+ 1)r, resteront aussi supérieures 

à un nombre fixe. 

En raisonnant comme pour les fonctions algébriques, on en 

conclut que, si l’on trace, à partir des deux points critiques, 

des coupures quelconques, les valeurs de w pourront, dans 

tout le reste du plan, se répartir en branches synectiques. 

249. Supposons, pour plus de simplicité, les coupures 
tracées de manière à ne pas rencontrer la portion de l’axe 

des x située entre — 1 et +1. Chacune des branches de la 
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fonction w sera caractérisée par la valeur qu’elle prend pour 

3 = 0, laquelle est un des nombres Æz, À étant un entier. 

Désignons par wx la branche qui correspond à la valeur Æz. 

Lorsque «w varie de (k — +)x à (£ + +)7, son sinus z reste 

continu et réel et varie de — 1 à + 1 ou de + 1 à — 1, sui- 

vant que «est pair ou impair, en passant par la valeur o pour 

u — kt. Donc réciproquement, si 3 varie de —1 à +1,en 

, e (— I ii \ (— I F 

restant réel, uz variera de | 4 — Sa ee A Vi ar en Le 

Donc, en chacun de ces deux points, les branches prendront 

deux à deux des valeurs égales, de telle sorte qu’au point — 1 

on ait 
I 

Uog — Us —= 2 k — — TT, 
2 

au point +1, 

I 
Us =U 374 i —= (2 k+ =) 

Les deux branches qui deviennent ainsi égales en un point 

critique se permutent entre elles si 3 décrit un contour fermé 

sans point multiple C entourant ce point. Supposons, en 

effet, ce qui est permis, que ce contour soit infiniment petit 

et soit décrit autour du point + 1, par exemple. Tout le long 

de ce contour, chacune des branches de la fonction w con- 

servera une valeur infiniment voisine de la valeur limite 

qu'elle atteint au point critique ; car, 1— 3? étant infini- 

ment petit, ilen est de même de ÿ/1 — 32; donc 53 +1 — 7? 

différera infiniment peu de sa valeur limite 7; son module et 

son argument, et, par suite, son logarithme, différeront infini- 

ment peu de leurs valeurs limites. 

Parmi les diverses branches de la fonction, il en existe 

donc deux seulement dont les valeurs le long de C soient im- 
Ê a ; J 

finiment voisines de (2 REP Jr: ce sont les deux branches 
# 

ur I 
Uok Et Uk, dont la valeur limite est (2 k +) T. 

Cela posé, soit 3, un point de C; la valeur de wx, par 

é 
4 

& 

<> 

| À 
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exemple, au point 3, sera l’une des valeurs que l'expression 

[ —— 
(21) = log (is +eV1= x) 

prend pour 3 = Z6, € étant égal à +1. 

Lorsque z décrira le contour C, cette expression restant 

infiniment voisine de (2 k + :) r, sa valeur finale coïncidera 

avec la valeur au point 3, de l’une des deux fonctions w»4, 

U2kps: 

Mais le premier cas ne peut se présenter. En effet, pen- 

dant ce mouvement, l'argument de 1 + 3 change infiniment 

peu et reprend au retour sa valeur primitive ; celui de 1 — 3 

varie, au contraire, de 27; celui du produit 1 — 3? variera 
D 40 0 

donc de 2# et le radical W1 — 3? — (1 —z?)?se reproduira, 
| 27È 
12 multiplié par 6 ——1. Donc, lorsque 3 reviendra à la 

valeur 3,, la valeur finale de la fonction sera l’une des valeurs 

de l'expression 

I mer EE TER 

log (5230 — ei —3), 

lesquelles sont toutes différentes des valeurs de l'expression 

I ; rs 
= log(à 30 É eV/1 2), 

parmi lesquelles est comprise la valeur initiale. Donc, en dé- 

crivant le contour, on changera la valeur de w et l’on passera. 

ainsi de la branche w,x à une autre branche, qui ne peut être 

que Uok+: . 

290. — La foncüon arccosz inverse du cosinus, définie 

par l’équation 
COSU — 3, 

ne nécessite aucune étude nouvelle; en effet, cos w étant 
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4 A Se F4 4 ; égal à sin [—+ w }, on aura 
2 

T ; 
are COS3 = — — + arc SIN Z. 

Cette expression admet, pour chaque valeur de z, une in- 
finité de valeurs données par les formules 

T b fl 

Se +a+2kr 

Ale COS | : = + b+o2kT, 
T 

4 me Em PL 

T 
en posant Es a — 0. 
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CHAPITRE II. 

SÉRIES. 

I. — Formule de Taylor. 

251. Soit f(x) une fonction réelle de la variable réelle >, 
qui resle continue, ainsi que ses » premières dérivées, dans 

un intervalle AA’, 

Désignant par a et a + h deux points de cet intervalle, 

posons 

fla+h)=f{a) + hf (a) + a Ne 
h1—1 

ere 

(1) 
TC) nn 

Le reste R, sera une nouvelle fonction de que nous allons 

déterminer. 

En prenant les dérivées successives de (1) par rapport à , 

on voit : 1° que la dérivée ne de R, est égale à f*(a+h); 

2° que R, et ses 7 —1 premières dérivées s’annulent pour 

0: 

Ces deux conditions suffisent à définir complètement R, ; 

car, siv estune fonction qui y satisfasse, la différence R;,—o, 

ayant sa dérivée n°" nulle, sera un polynome entier d’ordre 

n—1, mais ce polynome et ses n —1 premières dérivées 

s’annulent pour  —0; il est donc identiquement nul. 
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Or on peut vérifier immédiatement que l'intégrale définie 

a+ h 
I 

Er 1. (a+ h— x)" 1 f(x) dx 

sa ‘‘aitaux conditions précédentes. 

Po. ‘e montrer, posons d’abord x = a + 1; il viendra 

= -—— se (h—0)" 1 fr (a + 0) dt. 
En 

Cherchons la dérivée de cette intégrale. On voit que L 
figure dans I à la fois comme limite et comme paramètre. Il 

faut donc appliquer la règle de dérivation des fonctions com- 

posées. Mais la fonction à intégrer s’annule pour {= ; 

donc la dérivée par rapport à la limite est nulle et il reste 

simplement le terme provenant de la dérivation par rapport 

au paramètre 

dl 
B=Tnf or na 

On trouvera de même 

ŒT — RE [ / t\r—3 fn ÉNGE 

dhE( 7iSN (RE DENT EE à 
20 

di] h 

= | fr(a+t) dt. 
0 

Toutes ces expressions s’annulent pour  — 0. Enfin, une 

dernière dérivation donnera 

dal 
PTT: OA): 

Nous trouvons ainsi pour R, l'expression suivante : 

k 

pe = | (A — Et fra + 0) dt. 
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Posons { — uh; u variera de o à 1, et l’on aura 

h7 
no) BR sf (ufr (a+ uk) du. 

252. Soit p un entier positif arbitraire non supérieur à n; 
la fonction à intégrer sera le produit des deux facteurs 

(r—u)rt vel (1—u)"Trf"(a + uh); 

dont le premier est positif et le second continu dans le champ 

d'intégration. On aura donc, en appliquant le théorème de 

la moyenne, 

Me CHENE A UE) (a+ 0h) 1, 
hes"/ FE ES PUS A PRIE ee u)P-1 du, 

4 désignant une quantité comprise entre o et 1. D'ailleurs 

JÉ (1— u}P-! du = | - ET — Le 
# LE 

1 

Donc 
(1 —0)-Pfr(a+ 0h) 

re (a—1)!p 

et, en particulier, si nous prenons p = A, 

h" 

(3) R,= = f'(a +6). 

253. La formule (1) est connue sous le nom de formule 

de Taylor. L'expression (3) du reste, donnée par Lagrange, 

est parfois commode; elle a toutefois l’inconvénient de con- 

tenir un nombre inconnu , dont on sait seulement qu'il est 

compris entre o et 1. L'expression (2), qui ne contient rien 

d’indéterminé, est à cet égard préférable. 

S1 l’on suppose x constant et À infiniment petit, les for- 

mules (2) et (3) montrent que R, est infiniment petit, 

d'ordre 7» au moins. On aura donc, pour l’infiniment petit 
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f(a+ h)— fa), la valeur 

h'—1 

Roanne vit 

h° 
Lf'a + = f'a+ ra 

1 

approchée aux infiniment petits près de l’ordre n. 

Supposons, au contraire, À constant ou assujetti à rester 

entre certaines limites et x croissant indéfiniment. Si l’on 

peut démontrer que dans ces conditions R, tend vers zéro, 

on aura, à la limite, 

n—1 3 

f(a+h)=lim La +hfa+...+ — Sur) 
(nr —1 

On dira, dans ce cas, que la série infinie 

h 2 

AGEN POSTE RUES 

converge vers f(a + h), ou a cette quantité pour somme. 

254. Posons, dans la formule de Taylor, «= 0, h = x; 

nous obtiendrons la formule de Maclaurin 

at— 

MO ON fo) + 
(re 

où R, peut être mis sous les formes suivantes : 

: VAL 1 Ti? p 

R,= ——— 1—u)t fr(ux)du R,—= — f"(0zx). = pin f Coude, RE TS" (O2) 

Cette formule suppose que la fonction f et ses dérivées jus- 

qu'à l’ordre n soient continues dans un intervalle compre- 

nant à son intérieur les points o et x. 

255. On peut aisément étendre la formule de Taylor aux 

fonctions de plusieurs variables. 

Soit, en effet, f(x, y) une fonction des variables réelles 

x, Y, dont les dérivées partielles jusqu’à l’ordre A restent 

continues tant que æ est compris entre A et À, et y entre B 
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et B’. Soient a, a + h deux nombres compris entre À et A’, 

b, b + k deux nombres compris entre B et B. 

Posons a = a + ht, £ — b + kt. L'expression 

f(a, B)= fa + At; bd + kt)—=o(t), 

considérée comme fonction de {, aura des dérivées 

Se) 0e © ee ee. 0 ane e eo 01e ne 0e 0) e. » |». 0e + © 07» 0 © eo. © 06, + +, ss « e ee 

Ces dérivées seront continues tant que a + ht sera compris 

entre À et À’, et b + £t entre B et B’, et a fortiori quand t 

variera de o à 1. 

Appliquant à cette fonction la formule de Maclaurin et po- 

sant é — 1 dans l’équation obtenue, nous aurons 

RENE (is + kS) fa, 6) + 

Sr CNT b) IT 
Fren a + 5) PROHAITSENLE 

R, pouvant être mis sous l’une des formes suivantes : 

(2) 

1 
SRE TE Cube n—1 d XL “ g. = Î (1— u) (iT+43) f(a+ hu, b+ ku) du, 

d à \” 
txt) f(a+0h, b+0k). 

En posant f(a, b)—=7y, f(a+h, b+k)=— 7 + Ay, cette 

formule prendra la forme plus simple 

CRE, 

(n—1)! 

laquelle subsisterait évidemment pour un nombre quelconque 

d? 

Ay = dy + T +...+ + R,, 

de variables indépendantes. 

_Sihet k sont des infiniment petits du premier ordre, R, 
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sera un infiniment petit d'ordre 2 au moins, et pourra être 

supprimé de la formule, si l’on veut borner l’approximation 

à cet ordre de grandeur. 

256. Les considérations précédentes s'étendent sans peine 

aux fonctions de variables complexes. | 

Soit f (3) une fonction de 3, synectique tant que cette va- 

riable reste dans l’intérieur d’un domaine E. Soit L une 

ligne rectifiable située dans l’intérieur de ce domaine et Joi- 

gnant les points a, a + h. On verra, par un raisonnement 

identique à celui du n° 251, qu'on a 

PCR 1 a + h+ 

le reste R, étant donné par l'intégrale 

I 
—— at h=—= 21/02) dz;: niet * Mae) 

Si la droite qui joint les points a et a + À est tout entière 

comprise dans l’intérieur de E, on pourra la prendre pour 

ligne d'intégration; sa longueur sera | L[. D'autre part, 

|a + h— 3| variera de [A | à o. Si donc à est le maximum 

de | f(z)| sur cette ligne, on aura 

pla 
RES reerons 1)1 

Cette hypothèse se réalisera toujours si l’on admet qu’on 

puisse tracer du point a comme centre un cercle K contenant 

le point a + À dans son intérieur, et tel que tous les points 

non extérieurs à ce cercle soient intérieurs à E. | 

257. On peut aisément établir que, dans ce cas, R, tend 

vers zéro lorsque nr tend vers c. 

En effet, f’(z) étant continue dans l’intérieur de E, son 
module le long du cercle K ne pourra surpasser un certain 

maximum M'; soient 9 le rayon du cercle, à la distance 



Du 

181 

L 
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du point z au point &, laquelle varie de o à | A[. Sa distance 

au cercle K sera 5 — Ô, et, f“(z) étant la dérivée (n — 1)"°"° 

de /'(z), on aura, d’après la formule du n° 207, 

(nr —1)!M' 
AE AR pe TE 

D'autre part, 

[a+h—z|—]|h|—0. 

Donc 

EE n—1 

asile]: (AS) (n—1)!M' 

(I) nm 

|A[— 0 

p — 0 

On aura donc, | L]| étant la longueur de la ligne L, 

h n—1 

DAACORUTT 
\ P 

car le maximum de correspond évidemment à = 0. 

el, comme | | <p, cette expression tend vers zéro pour 

n = ©. 

Nous pouvons donc énoncer ce théorème : 

La série infinie 

2 

fa+hf'a + Le x 

est convergente et a pour somme f(a+h) tant que le 

point a + h restera intérieur à un cercle K ayant son 

centre en & et qui soit entièrement intérieur à E. 

in posant, en particulier, «a —0, hk — 3, on aura la for- 

mule de Maclaurin, qui, pour 7 —, donnera une série 

convergente dans les mêmes conditions. 

258. Le théorème établi dans le numéro précédent peut 

être démontré par une äutre voie, qui donne une nouvelle 

expression du reste. 
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Les points a et & + h étant contenus dans le cercle K, où 

la fonction f(3) est synectique, on aura 

fa= — 1Kz) ar" nn. a Us J(s)dz )dz. 

DUREE CT RON LC a) 

é fe) ds 
Ja+h= ne | = PPT 

I 1 h 
=: . 4 ds en ii a ae Re CU 

ER ) | —— (3:— a) 

h1—1 Ji" 

ss (s — a)" dé PAIE EE 

h7—1 

RSS ET DT D 

Re f he f(z) dz 

2T1 A mL ROUE Lo VO 

Soient o le rayon du cercle K, M le maximum de f(z) sur 

ce cercle; on aura 

; (y 4 
IS p p—|h| che 

quantité qui tend vers zéro pour ñ = «. 

259. L'extension aux fonctions de plusieurs variables ne 

souffre aucune difficulté. 

Soit, par exemple, une fonction f (3, u) de deux variables 

qui reste synectique tant que 3 ne sort pas d'un cercle K de 

rayon 7 ayant son centre en a, n1 w d’un cercle K, de 

rayon 7°, ayant son centre en b. Soient a + } un point inté- 

rieur à K, d + un point EUR à se enfin o une quan- 

uté >> 1, mais qui ne surpasse ni —— + L'expression 
" I TeT 

f(a+ht,a+kt) 

sera une fonction de {, synectique tant que £ ñe sortira pas 

d’un cercle de rayon p. On peut donc la développer, pour 

Ci 
" 

2 

EN) à 
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t—1, par la formule de Maclaurin. Le résultat sera iden- 

tique à celui du n° 255, et le reste R, tendra vers zéro pour 

D—= D: 

260. Appliquons la formule de Maclaurin à quelques 

fonctions simples. 

La fonction e* a toutes ses dérivées successives égales à er. 

Pour 3 — 0, elles se réduisent à l’unité. On aura donc le 

développement 
ll 19 n— 1 Le 

o 

(6) S—I1+ = + Hi + —— 
I 1072 (n —:1)! 

CE IR 

qui sera toujours convergent, quel que soit 3, car e7 est sy- 

nectique dans tout le plan. 

Posant 3 = 1 dans cette formule, nous trouverons la valeur 

de la constante e 
I I 

EC I + Æ mn re —— sine) 

PRET 

Changeant 3 en £3, puis en — #3 et combinant les formules 

obtenues, il viendra 

CO te 
(7) 2 re MAD M EIRE Ÿ 3.4.5.6 | 

ei: — ets 33 ; PA 

S D D en er et sa à 

(8) 21 20 ni 1.2,30425 d 

séries également convergentes dans tout le plan. 

261. Considérons la fonction uw —(1 + z)"*, et, pour pré- 

ciser, dans le cas où m n’est pas un entier réel, celle des 

branches de cette fonction qui se réduit à 1 pour z —0o. On 

aura 
u—=(1+z}", UN (tes PTE HE 

ur m(m—;)...(m—n+i)(i+zs)"r, 

Pour 3— 0, ces expressions se réduiront à 

Lt, NUIT) RE TG 1). (mn HU), 

Substituant ces valeurs dans le développement de Maclau- 

PAL 17 
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rin, on obtient la formule du binome : 

NE CUVÉE 
ju+smeitns + +... 

CO 
| LAS er NE AE rt dent 2 2 : 

MU 

La fonction (1 +3)" n'ayant qu’un point critique z=—1, 

la série ci-dessus sera convergente tant que | 3|[ << 1. Car, si 

celte condition est satisfaite, soit o une quantité comprise 

entre | 3| et l'unité. La fonction sera synectique dans un 

cercle de rayon 2 ayant pour centre l’origine, et le point 3 

lui est intérieur. 

Au contraire, si | 2[> 1, la série ne sera pas convergente. 

Il faudrait, en effet, pour qu'elle le fût, que la somme S, de 

ses a premiers termes tendit pour #7 = « vers une limite 

fixe et, par suite, que Sx41 — S, tendit vers zéro. Or cette 

différence est le (n + 1)""®terme de la série. Ces termes de- 

vraient donc tendre vers zéro pour A =, ce qui n'a pas 

lieu, car leur module augmente au contraire avec x dès 

que À est suffisamment grand. En effet, le rapport du terme 

général 
CT ED) PE CTUEAUTE IDE 

TROP AN y 

au précédent est 
MN ET 

n a 

et, quand » tend vers ©, le module de ce rapport tend vers 

|[z|, quantité > 1. 

262. Passons à la fonction u — log(1 + 3). Ses dérivées 

successives sont 

UE (RES, u"—=—(1+ 3)?, ee 

uM—(—i)t ln —1)l(1+ 3)". 

Pour : = 0, elles se réduisent respectivement à 

1, —1, :..,20(mi)mt(n—1){ 
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On aura done, en adoptant celle des branches du logarithme 

qui s’annule pour 3 = 0, 

3° (— A T1 

(io) Llog(i+z)=5—— +. + ———— +... 
2 n 

Par les mêmes raisons que pour la formule du binome, 

ce développement sera convergent si [3|<1, divergent si 

RASE 

En changeant 3 en — 3, nous trouvons 

Posons 

PT — 
RE | 

24 + x 

a et x étant deux nombres réels et positifs ; 1l viendra 

CD RE NN DA mi lO0 I 
DR ne +) 3 lo 

A TX 2 = 

10e 3 Vodee a i 

C’est sur cette formule et sur la suivante, 

logx + logy — log xy, 

qu'est fondé le calcul des Tables de logarithmes. 

En posant 4a—1,x—1,on auua tout d’abord 

loga= 2 (2 L She TAN ERREUR +.) 

Posant ensuite a — 125, x = 53, 1l viendra 

DS 
log 128 — log 125 = 2 (+ HA 

à : == 0 15 Fe . ÉORTER 2 + S = et, comme log 128 —log27— 5 log, log 125 = 3 logo, cette 

équation donnera log 5. 
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On trouvera de même log3 par l’équation 

Llog3 — 4log2 — log5 — log8r — log8o — 2 ( +... 2} 

puis logs par l'équation 

4 log7 — 5log2 —log3 — 21085 —log7* — log(7*—1) 

— al .…. , 

et ainsi de suite pour les autres nombres premiers. Une 

simple addition donnera ensuite les logarithmes des nombres 

composés. 

Les logarithmes ainsi calculés sont népériens. Pour obte- 

nir les logarithmes vulgaires, on devra les multiplier par le 

facteur 

== 0,4341201107 0, 
log 10 

263. Nous avons trouvé (246) la formule 

arc tang 3 — = [log (£— 3) —log(i +s) +2kri] 

= [log(r +iz) —log(1—iz) + 2kri]. 

Développant les logarithmes par la formule précédente, on 

aura pour celle des branches de l'arc tangente qui s’annule 

pour 3 — 0 

5) > 

arctang3=5—— + — —,,, 
: 3 D 

Ce développement sera encore convergent si |z|<1, diver- 
gent si[:| D} te 

Il donne un procédé commode pour le calcul numérique du 

. Ï 

nombre r. On calcule d’abord l'arc qui a pour tangente >. 
J 

La formule donnera 

Qt © Qt 

Q — 
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On aura ensuite 

2 tan ù 
tang2o — ner = — 

1 — tango 12 

2lang2® 120 

? 1—tang?2@ 119 

}= tang4o —1 I 
a  —  ) 

1 tang4o 239 

I L 

2390312309 

équation qui donnera r. 

264. Considérons enfin la fonction # — arc sinz. Chacune 

de ses branches sera synectique dans tout cercle qui laisse à 

son extérieur les deux points critiques +1 et —1. On 

pourra donc la développer par la formule de Maclaurin en 

une série convergente, si|3| 1. 

Choisissons en particulier celle de ses branches qui s’an- 

nule avec z. On aura pour 3 — 

HE 0: u 

et, d’après le n° 162, 

LL O" TR RS EE et er 

Substituant ces valeurs des dérivées dans la formule de 

Maclaurin, il vient 

33 1 I 3° Prost 

2 RENETA A 2.4.6 7 
arc sin z — 3 + 

D 

S1|3|1> 1, cette série sera divergente, car le rapport du 

terme général au précédent est égal à 

UOTE 

an(2n +1) ? 

quanuté dont le module tend, pour n =, vers | | qui est 

supposé > 1. 



262 PREMIÈRE PARTIE, — CHAPITRE III. 

II. — Procédés pour effectuer les développements en séries. 

265. Soient x un infiniment petit, y = f(x) une quantité 

qui en dépend. Proposons-nous d’en déterminer une valeur 

approchée, de la forme 

Azt+ Brb+...+ Max 

et qui ne diffère de la véritable que d’un infiniment petit 

d'ordre ñ au moins. 

Si f(x) est continue aux environs de x — 0, la formule 

de Maclaurin résoudra la question. Elle donne, en effet, 

ærti HE Co!) 

LRO STI AN 
Y= f(o)+zf'(o)+...+ mie 

R, étant d'ordre Sn et, par suite, négligeable. Mais cette 

méthode exige le calcul des dérivées successives de f(x), qui 

peut être fort pénible. Elle est d’ailleurs inapplicable si 

f(x) n’est pas continue aux environs de + = 0. Il convient 

donc d'indiquer d’autres procédés. 

266. Siy—u+v+..., la valeur approchée de y sera 

évidemment la somme des valeurs approchées des fonctions 

partielles u, », .... 

Si l’on veut se borner à calculer la valeur principale de y, 

on ne conservera, parmi les fonctions w, », ..., que celles 

dont l’ordre est le moins élevé; on calculera leurs valeurs 

principales et on les ajoutera ensemble. 

S1 toutefois ces valeurs principales avaient une somme 

nulle, ce serait une preuve que l’approximation est insuffi- 

sante ; 1l faudrait donc recommencer le calcul en prenant un 

terme de plus dans le développement de chacune des quan- 

tits en 

Soit, par exemple, 

Y = 28iNT—Ssin 27 + ri. 
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Les quantités 2 sinx et — sin2x sont du prèmier ordre; 

mais la somme de leurs valeurs principales est nulle. Pous- 

sant donc l’approximation plus loin, on posera 

: 2 x? 
2 SINT —2T— = +..., 

JH220 

; T° 
SIN2L—=I2T— —+,.., 

1N2r9 

d’où 
D a GOT Et 

267. Si y = uv, u et v étant respectivement d'ordre et 8, 

on aura sa valeur approchée en multipliant ensemble les 

valeurs approchées des quantités uw et e et négligeant dans 

ce produit les termes d’ordre = n. Il suffira évidemment de 

pousser l’approximation de & jusqu'aux termes d'ordre 7 — , 

celle de v jusqu'aux termes d’ordre x — &. 

Le premier terme de l’expression de y, qui constitue sa 

valeur principale, est évidemment le produit des valeurs 

principales de w et de 6. 

; u 
268. S1 y — Ga soient 

17 fee 0 2 alles 29 à IC ut PRE 

Di D TP LD TP 1, 

des valeurs approchées de uw et de vw. et soient PP ; 

u—=u; +R, pps, 

On aura 
U OU. upi—eu, Ro —Su, 
—— —— ——————————  — : 

( (Per PO: pp: 

# et #, étant d'ordre $, et u, d'ordre #, sette expression sera 

d'ordre = x si l’ordre de R est 5 n + 8, <: si celui de S est 

Sn—a+ 26. 

On aura alors, dans les limites d’approximation deman- 

dées, 
LUMROr 

Ÿ — ME 
(2 ‘; 
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Cela posé, on effectuera la division de uw, par #, jusqu’au 

moment où l’on introduirait au quotient des termes de 

degré 5 n. 

Soient g — CxY+ C'xY'+...le quotient de la division, 

T le reste; on aura 

Ur T 
= CD CEE MEET 

pi fi 

. ° T , « 

Le premier terme du quotient — étant, par hypothèse, 
Pi 

— T — A , È Là d'ordre 5 n, — sera d'ordre = x et pourra être négligé. 
1 

On aura donc 

7 =Czt+C'aT+..…. 

avec l’approximation demandée. 

Le premier terme de ce développement CxY, qui est la 
valeur principale de 7, sera évidemment le quotient des 

termes Ax*%, Bæx$, valeurs principales de w et de +. 

Si 8 > «, les premiers termes de la suite y, y’, ... seront 

négatifs. Dans ce cas, la formule de Maclaurin n'aurait pas 

été applicable à la fonction y, car cette fonction, devenant 

infinie pour æ — 0, sera discontinue, et ses dérivées éga- 

lement. 

Au lieu d'effectuer la division de &; nar ,, on aurait pu, 

ce qui est au fond la même chose, poser 

y=Cat+C'aT+..., 

CAC PT De MÉTAN ES ANUélerMmINEeS 
k ; L 7 É er 

Cela posé, l’équation y = — pourrait s’écrire 
F1 

AAA EERLS 

ou 

(GAY CAE NB TPE BAPE NEA ER" 
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ou, en développant les calculs dans le premier membre, 

BOPCRÉTE AN TA TA APT APRES 

En exprimant l'identité des termes du second membre de 

cette équation avec les termes correspondants du premier 

membre, on obtiendra une série d'équations de condition 

qui détermineront C, y, . 

Ainsi, par exemple, les premiers termes 

BCxê+Y et Azx* 

devant être identiques, on aura q ; 

y=ax—6$, C= À. 

269. Comme application de cette méthode, proposons- 

nous de calculer les premiers termes du développement en 

série de l'expression 

Cette fonction ne changeant pas quand x change de signe, 
le développement ne contiendra que des puissances paires. 

Posons donc 

x TH] T2? æ* Con 
ne is B,; —— —...; 

PPT" 20 

il viendra, en chassant les dénominateurs et remplaçant e” 

par son développement, 

A x? PAL ) 

D 
I 12 OST ) 

a x? x" x? Cr 
Re ET CCRETE —- +... A+B,— —B, 

I 12 RAC fe 1.2,3%4 
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Egalant les coefficients des mêmes puissances de x dans 

les deux membres, on trouvera 

l— A 

LP CHENE GRR pe Le 
PNR a M Un ME 7 228 2 (re) 

équations qui détermineront successivement À, B,, B;, .. 

On aura même deux équations pour calculer chacune des 

quantités B. On trouve ainsi 

I I I 
B ER hf re a B = =} 

MOT LB Gt : 

I D (eL 
En — oh D ee HE, . 

a3bs (66: Mr 

270. Les nombres B,, B;, ... portent le nom de nombres 

de Bernoulli. Us se rencontrent dans une foule de questions 

d'Analyse. [ls ont, en particulier, une liaison intime avec les 

sommes de puissances des nombres entiers. 

Pour établir cette relation, posons 

VE rHer her rit pen, 

On aura 

VITE Ler Lo re Re EAEn a Free 

etpour Tr 0 

(MAIRES AR AR EU AU EE TIT 7 

Mais on a d’ailleurs 

et == j1 PL I L 
frs SR ee 

J Co T ÉTÉ I* 

?r° 

NX + ie 
100 TL Bi Br 

SR Er en Er UE de De re ar TL NT 
Le 2 1.2 EEE ve 

= A+ AI LZ+. + A AT +..., 
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en posant 

On aura donc 

Hot... +(n—i)=(y(®),—=1.2...4Ax 
n*+i I B 

— net ct œnX 
(re RS 2 1.2 1720906 

271. Soienty — Vuetu=u, +R, 

DT ARTE TA Pr MERS" 

étant une valeur approchée de &. On aura 

a re un Re het Rat 
Vu+vVui  Vu+Vu 

Le dénominateur de cette expression étant d'ordre a elle 

Vu , … a 
sera négligeable si l’ordre de R est 5 r + —. 

PA] 

Si donc w, a été calculé avec cette approximation, on 

pourra poser 

y=Vu 

et y pourra se calculer en extrayant la racine carrée de w, 

jusqu'aux termes de l’ordre n. En effet, soit g la racine ainsi 

obtenue. On aura 
— U — 4? 

Vu: De fps cd À 

Vui sg 

RAA _ a : 
quantité négligeable, car Vu, et g sont d'ordre et u—9 

3 œ 
d'ordre = nr + T5 en effet, le terme suivant de la racine car- 

rée, lequel s’obuendrait, d’après la règle connue, en divisant 

le premier terme de &, — g? par le double du premier terme 

) ns œ » 1 » ne = C de g, lequel est d'ordre 5 serait d'ordre 5 n par hypothèse. 
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On aura donc, avec l’approximation demandée, 

VNETT: 

On aurait pu également employer la méthode des coeffi- 

cients indéterminés, en posant 

y=Ca+ C'aT+... 

et déterminant GC, C, ..., y, y, ... de manière à rendre 

identique l’équation 

(CrY+ Cat +...) = Axt+ A'at +... 

272. Soit, plus généralement, 

PRES 

m étant fractionnaire ou incommensurable. 

Posons u — u, + v, u, désignant sa valeur principale. On 

aura, par la formule du binome, 

m mn —1 m(m mer 1) m—9 ,,e 
F — + mu; ee mmemreee et UN 2H RER: 

1.2 

Connaissant les ordres respectifs de w, et de », on verra 

aisément combien il faut prendre de termes dans la formule 

pour que R soit d’ordre n, et par suite négligeable. Cela fait, 

on n'aura pius qu’à calculer # avec une approximation suffi- 

sante, et l’on en déduira aisément p?, 5, ..…. 

273. Proposons-nous, comme application, de développer 

le radical 
“r 

(1—2ax+ a?) ? 

suivant les puissances croissantes de «. 

Cette expression peut s’écrire 

a(2T—a) +... 
+ 

+ 

LA 
[i—a(2x — a)] *—=1 + 

.2m—1 a"(2x— a)" 
re se 

2 LD ENT 
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Il ne restera plus qu'à développer les puissances du binome 

2æ — à et à réunir ensemble les termes qui contiennent une 

même puissance de &. On obtiendra ainsi un développement 

de la forme 

1+Xiu+...+X,at+..., 

où X, désigne un polynome en x dont nous allons déter- 

miner la forme. 

Le terme 

14 2m—I1 «"(2xr— œ)" 

NN CU tion ms 

! JE : wn 
ne fournira évidemment de terme en vw” que si m est = —, 

2 

mais ZA. S'il est compris entre ces limites, il donnera le 
terme 

1.3...(2M—1) EE 

2M,1.2...  1.2...(71—Im).1.2...(2Mm—Rn) 

TA = x? 

( 3 0 EU Et 0 Es at 

DT ND D SR OUT À 

Mais on a 

F9. (2m) à I sr I 

FR PS RE RD ON SONRET OCR LTET EDEN TT) 

Le terme précédent pourra donc s’écrire 

RC EL ; } 
a ——— (— 1) "1 TT M pe 

ORNE REA PTE rie DELLE Se LT) 

et l’on aura. par suite, en ajoutant tous les termes en ) - J - 

112 

Xe ERP RSENTEN a (— 1)" PRE æ?m |. 

DENT VAT Ds 1.2...,1.2...(7—Im) 
nm 

On peut d’ailleurs sans inconvénient étendre la sommation 

= < 42 ; < 

aux valeurs de m qui sont moindres que me les termes ainsi 

ajoutés ayant une dérivée n'°"e nulle. La somme entre paren- 
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thèses deviendra égale à (æ?— 1)*. On aura donc, comme 

résultat final, 
' at 

Go OP n ET 
(æ?— 1). 

Les expressions X, sont connues sous le nom de poly- 

nomes de Legendre. Elles jouissent de propriétés remar- 

quables, et nous aurons plusieurs fois l’occasion de les 

retrouver. 

dr 

dx" 
nous lPavons vu (165), à l'équation différentielle 

274. L'expression y — (xæ?— 1)# satisfaisant, comme 

(æ?—1)y"+2æy — n(r +1) y =0, 

et X, n’en différant que par un facteur constant, on aura évi- 

demment 
» (æ—1)X,+2xX,—n(n+1)X,—= 0: 

275. Trois polynomes successifs X,_,, X», Xh,, sont liés 

par une relation linéaire que nous allons établir. 

Prenons la dérivée par rapport à 4 de l'équation 

a | 

({i—oax+o) ?—=i1+X;a +... .+X,at+...; 

il viendra 

pes: 
(æ— a)(1i—2ax +) ?=X,+...+nX,at it... 

Multiplhiant par 1 — 242% + 4? et remplacant ensuite | | Pplac 

7 9 (1—2ax + x?) ? 

par sa valeur, nous trouverons 

RE EN EN ErRE r TREE 

= (1—2ax +a)(X,+...+nX,;ant+,..), 

d’où, en égalant les coefficients de w”, 

TXy— Xp (nr +i)Xpn—2nxX,+(n—1)X; 1, 

ou enfin 

(ai) Aa (ner) 2X, FAX 0 
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276. D’après les définitions que nous avons données, une 

quantité y, dépendant d’un infiniment petit (ou infiniment 

grand) +, est d'ordre # si le rapport _ tend vers une limite 

finie et différente de zéro lorsque x tend vers o (ou vers æ). 

Mais ce serait une erreur de croire que l’ordre d’infinitude 

d’une foncüon quelconque de x soit toujours suscepuble 

d’une semblable évaluation numérique, ainsi que cela avait 

lieu dans les exemples précédents. 

Considérons, par exemple, la fonction VER RONA 

comme nous l’avons vu, 

TL VAL 

EI HE ——— +... 
1 HUE 

et, par suite, Si TZ > 0, 
a!" 

are D 7 L) 
Y Ler2 7? L 

m étant un entier quelconque. On aura donc 

y AIX 

pi PT NET VA PAG EN TE 

Prenons m > « et faisons tendre x vers &. On aura 

à RE + xx 

lim De TA R Eee ere CT 
5 r 50 VE T/L 

On voit donc que, si x tend vers + +, e* tendra également 

vers + œ, et cela plus rapidement qu'une puissance quel- 

conque de x. 

DT L'équation 

J — € 

donne, en supposant x réel et prenant les logarithmes arith- 

métiques, 

Donc, si Log y tend vers + , il en sera de même de y, qui 

croitra plus rapidement qu'une puissance quelconque de 
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Log y. Donc, réciproquement, si y tend, vers +, Log y. 

tendra vers + æ, mais moins rapidement qu'une puissance 

quelconque de y. 

Posons 

ARE PE 

d’où 
Log y — — Logz. 

Si y tend vers + , z tendra vers o et Log 3 tendra vers — , 
k ; 1 I 

mais moins rapidement qu'une puissance quelconque de BE 

prise avec le signe —. 

Donc, pour z infiniment petit (ou infiniment grand), Logx 

sera un infiniment grand négatif (ou positif), mais dont 

l’ordre est inférieur à tout nombre positif fixe. Il ne saurait 

donc être question de lui assigner une valeur principale 

de la forme A x%. C'est un infini d’une espèce particulière et 

irréductible à ceux que nous avons considérés jusqu'ici. 

978. Soit maintenant u = Axzt+BzrB+... +R une 

foncuon quelconque développable suivant les puissances 

de x. Proposons-nous de développer log u. 

On aura évidemment 

BR E =). 
logu = a log? + logA + log (1 +- 

Le dernier terme de cette expression sera développable au 

moyen de la formule qui donne log(i + x). Mais le terme 

4logz par lequel commence le développement de logu sera 

irréductible avec ceux qui le suivent. 

279. Les divers développements que nous avons obtenus, 

étant limités à un certain nombre de termes, donneront tou- 

jours une valeur approchée de la fonction qu’on développe 

lorsque x sera suffisamment petit (ou suffisamment grand si 

les puissances de + vont en décroissant). 

En les prolongeant indéfiniment, on obtiendra des séries 
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infinies. Si ces séries sont divergentes, elles n’ont aucun 

sens. Mais Cauchy a signalé ce fait remarquable que, même 

en étant convergentes, elles peuvent ne pas être égales à la 

fonction qui leur donne naissance. 
1 

Considérons, en effet, la fonction f(x) — e *. Ses déri- 

vées successives sont des sommes de termes de la forme 
1 

[44 — — _ . n , . PSS , ee ae *. Cela se voit immédiatement sur la dérivée première, 

et l’on vérifie non moins facilement que la dérivée d’un sem- 

blable terme se compose de deux termes de cette forme. 

Ces dérivées s’annulent toutes pour x — 0, car, en posant 

— 3, On aura 
© A Es 

quantité dont la limite est nulle pour x — 0, d’où 3 — +. 

La série de Maclaurin 

Fo Lo) 0e 

prolongée indéfiniment, sera donc convergente, tous ses 

termes étant nuls. Mais elle est égale à zéro et non à f(x). 

Il est donc nécessaire, pour reconnaître si une fonction est 

développable en série infinie par la formule de Maclaurin, 

d'étudier le reste R, et de s’assurer qu'il tend vers zéro 

quand x augmente indéfiniment. C’est ainsi que nous avons 

procédé pour développer (1+ x)", log(i + x), ..:. 

280. Soit f(x) une fonction qui devienne indéterminée 
pour une valeur particulière & de la variable. On nomme 

vraie valeur de cette fonction pour + —4« la limite vers 

laquelle tend f(a+ Ah) lorsque h tend vers zéro. Cette 

vraie valeur peut être finie, infinie ou indéterminée. Si elle 

est déterminée, elle se trouvera en cherchant la valeur prin- 

cipale du développement de f(a + A) suivant les puissances 

croissantes de h. 

J. — I. 13 
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4 o(x 
Soit, par exemple, f(x) = : _ e et Ÿ s’annulant pour 

Y(æ) 
x = a, mais élant développables par la série de Taylor; on 

aura 

h" 

Ta Pa) + Run Dre DA) AAA EE 

FAT) Lay + hpte) ++ 2 pa) + pau 
J(a+h)= 

Soient respectivement (a) et 47(a) les premiers termes 

qui ne s’annulent pas dans les deux suites 

P(4):29 (4) Sr oLUCC IMC); 

La vraie valeur sera la limite de 

(2 ET ee oP(a) 

T2 060 (a) 

| RPM ED RTS SOIR 
Elle sera nulle si p > q, infinie si p <q, égale à da) si 

P =. 

281. Si f(x) devenait indéterminée pour + =, on déve- 
JTopperait f(æ) suivant les puissances décroissantes de x ;'et 

la vraie valeur serait nulle, finie ou infinie, suivant que 

l’ordre du premier terme du dévéloppement‘serait négatif, 

nul ou positif. ] 

289. Exemples. — 1° Soit à déterminer la vraie valeur de £ 

_\m 

I1+ — é 
nm & 

pour m — .. . 

Cette expression est, par définition, égale à 

/ mA LA #2 

mlog(1+ À) mrkris+i ie. 
e m/— 6e m 20771 

[A 

9 . "l … QUES . 2 — e?mATi ee. .?2" 3m 

Æ étant un entier qui dépend de la branche de logarithme 

que l’on aura choisie. 
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Le dernier facteur tend évidemment vers et = 1. Si donc 

on choisit la branche pour laquelle 4 = 0, d’où e?*Âtiz 1, 

on aura une vraie valeur, égale à e°.: 

Pour les autres branches du logarithme, la vraie valeur 

sera entièrement indéterminée, tant que »1 ne sera assujetti 

qu’à la seule condition de tendre vers +. En ellet, soit 4 une 

2nTri+ Loge 
: > 2 étant 

2 KTi 
quantité quelconque; si l’on pose m — 

un entier qui tend vers ©, m tendra également vers æ, et 

CURE TENTE TSMEEET € 

2° Cherchons la vraie valeur de 

1} me 
m( ZE) 

Cette expression est, par définition, égale à 

1 et loc z loc? = 
— log z 09 5 Î O8 - 

mer —1)=m( PRE RES 

pour A E==R 07 

1 log?z 
= log = —+ — 2 

2m 

Sa vraie valeur est log z. 

3° Cherchons enfin la vraie valeur de z° pour 3 — 0. 

On a 
D e° losz. 4 

3 

La vraie valeur sera donc e*, en désignant par e la vraie 

valeur de 3 log z. 

Or, soient 5 le module et » l'argument de z; on aura 

zlogz — :(Logp + io). 

Le premier terme 3 Logo a pour module s Logs. Lorsque 2 
À À O À ù 

tend vers zéro, Logo tend vers — , mais moins rapidement; 

donc 2 Logos tend vers zéro. 

Le second terme z£% a pour module 9%, qui peut prendre 

une suite de valeurs quelconques lorsque : tend vers zéro, à 

condition de choisir convenablement les valeurs correspon- 

dantes de. La vraie valeur est donc indéterminée, tant qu'on 

ne précisera rien sur [a manière dont » varie. 
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Mais, si cet argument est astreint à rester compris entre 

deux nombres fixes (en particulier, si 3 reste réel), po tendra 
vers zéro. Donc on aura 

p— limzlogz —0, hmz—=te"—=1. 

283. La vraie valeur d’une fonction de plusieurs variables 

est généralement indéterminée. 
p(r y), 
es 54} 

que ® et Ÿ s’annulent pour x = a, y — bit mais que leurs 

dérivées partielles ne s’annulent pas. La vraie valeur serait 

la limite du rapport 

+ Supposons Considérons, par exemple, la fonction + 

Eee 
o(a+h, DH) FT 
Va, bEA) TIC TE 

db 
ou 

09 d9 , 
da Lies db “ 

où, d, 9, 
APR A TR 

On voit qu’elle dépend du rapport variable & à moins que 

l’on n'ait 

29 dy 
da _ db 

2%  dY 
da db 

III. — Séries et produits infinis à termes numériques. 

284. Soit wi, Us, ..., Un, ... une suite indéfinie de quan- 

tités. Ainsi que nous l'avons déjà indiqué, si les sommes 

successives 

So — ll; —+- U», 

pbs" e1is1e .. ..) 

bd: 
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tendent vers une limite finie s, on dit que la série infinie 

SU, +u+... + ut... = Zn 

est convergente et a pour somme s. 

Dans le cas contraire, la série est divergente. 

285. La divergence peut se manifester de plusieurs ma- 
nières : 

LA D dr “5 C J es SOMMES Sy, ..., Sn, ... peuvent tendre vers co. Le 

mode de divergence est le seul qui puisse se présenter si les 

quantilés U, ..., Un, ... Sont réelles et positives, car alors 

les quantités 54, ..., 5», ... sont positives et forment une 

suite croissante (10). 

2° Les sommes 5,, ..., s, ne tendent vers aucune limite 

finie ou infinie. 

Ce cas se présenterait, par exemple, pour la série 
\ 

D OR D 

286. Lorsqu'on peut trouver l'expression générale des 

sommes $,, on devra la discuter pour s'assurer si pour 7 = 

elle tend vers une limite finie et déterminer celle-ci. 

Considérons, par exemple, la progression géométrique 

a+ar+...+ar"+...=Ëar". 

On a 

(1) Sn — 
a(i—r") 

I 7 

Si |r|<1,/|r/"? et, par suite, r” tendra vers zéro. La série 

est donc convergente et a pour somme ET 

Si|r|Z1,sest, au contraire, divergente; car, pour qu’elle 

convergeât, 1l faudrait qu’on eût 

TN OPERA nl M 7 
n—= 

ce qui n’a pas lieu; car on a 

jar“|=lal{rfrStat: 
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2837. Considérons, comme second exemple, la série 

> | (s+n—i)(z+n)...(s+n+h) 
0 

Là LA 

Le terme général peut se mettre sous la forme 

l j I 
DENTS en 4 (s+n).. el 

Sommaui de 1 à m toutes ces expressions, 1l viendra 

J 
RE EL 

REEA 
mnt 

I ï 

3(3+1)...(3+%4) SAS OMIT A Ve NE 5/ 

les autres termes se détruisant deux à deux. 

Passant à la limite, 1l viendra 

I I 

288. Dans le cas beaucoup plus fréquent où l’on n’est pas 

en mesure de déterminer les sommes s,, on sait (9) que la 

condition nécessaire el suffisante pour ia convergence est que 

l’on ait, pour toute valeur de p, 

KT Ton D | — | Un+ioes + Un+p | << En) 

Lu A , 

€ ne Croissant pas quand 1 CTOILSEL tendant vers zéro pour 

HI = 6e 

On aura d’ailleurs, en passant à la limite, pour p =, 

| Sn FE AS | £ En 

La condition de convergence sera évidemment satisfaite si 

lon a 
una le lui | En 

Cette dernière relation, suffisante, mais non nécessaire 

pour que S converge, exprime que la série à termes réels et 

posiufs 
T=lul+...+lu;|+..., 

formée par les modules des termes de S, est elle-même con- 
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vergente. Si cette circonstance se présente, en dira que la 

série S est absolument convergente. On dira, au contraire, 

que cette série S est semi-convergente si elle est conver- 

gente, sans que T le soit. 

Les propositions suivantes mettront en évidence la diffé- 

rence profonde qui existe entre ces deux classes de séries. 

289. TuéorÈmMEe. — On n'’'altère pas la valeur d’une 

série absolument convergente en changeant l’ordre de 

ses tel'nes. 

DOLLS Ur LU»... Unt...-la série donnéé. Chan- 

geons l’ordre de ses termes; soient y,, y», ... les rangs res- 

pectivement occupés dans la nouvelle série s’ par les termes 

Us, U, .... Soit s,, la somme des m premiers termes de 5. 

Il faut montrer qu'on peut assigner un nombre y tel que, si 

m>u, |s, —s| devienne moindre que toute quantité à 
fixée d’avance. 

Soit À un entier à déterminer ultérieurement; désignons 

par u le plus grand des entiers vi, ..., v,. Si m>œu, la 

somme s,, se composera : 1° des termes &,,..., 4,3; 2° d'un 

certain nombre d’autres termes #4, u8, ... d'indice > n; soit 

n + p le plus grand de ces indices. 

De l'égalité 

£ ! 

D DC TONI 0 ni One JS Si gt u3+... 

on déduit 

fs — S[Elsa—s|+luel +|ug| +... 

Zlsa—s|+ [lun +lunsel +... + uns) |] < 2e, 

expression qui tend vers zéro quand 7 tend vers ©. Donc, 

en choisissant » assez grand, on peut la rendre < 0. 

290. Remarque. — On peut, d'une infinité de manières, 

répartür les termes de s en une infinité de classes contenant 

chacune une infinité de termes. (Nous pouvons, par exemple, 

mettre dans une première classe les termes dont linthice est un 
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nombre premier; dans une seconde, ceux où il est le produit 

de deux facteurs premiers, et ainsi de suite.) 

Soient P;,, P;o, ... les termes de la classe £, écrits dans un 

ordre déterminé : les séries 

LG Pi + Pia +... GP 0 ES re 

seront absolument convergentes, et l’on aura 

S—li nrse 

Soient, en effet, t;,, la somme des » premiers termes de t;, 

s, celle des n premiers termes de s. Il faut montrer d’abord 

que, si m tend vers æ, la somme 

| Pi,m+1 | RP V0) men Pi,m+p | 

tend vers zéro, quel que soit p. 

L’entier n étant choisi à volonté, prenons »# assez grand 

pour que tous ceux des termes 44, WU, ..., Un qui figurent 

dans t{; figurent dans 4/7. Les termes 1,107 

seront de la forme Us, ousles indices, A9 

sont > À. Soit nr + q le plus grand d’entre eux; on aura 

lon 2e fre ue lelua lee 

lun EE IAE, 

quantilé qui tend vers zéro, pour À infini. 

Considérons, en second lieu, la somme 

Sym —— lion qi Com te te Cm) 

où l, m seront pris assez grands pour que Sym contienne tous 

les termes de $,; on aura 

Sim Sn — Ug + UB+..., 

t, 0%. étanti=nrel/parSite, 

Sie — Sn] = En 

Faisons tendre m vers æ; nous aurons à la limite 

féité+.. Hi sn|Sen, 
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puis, en faisant tendre { vers , 

fé te —s,|£en. 

Faisant tendre enfin x vers co, 1l viendra 

Sri Fa tie. 

291. TaéorÈme. — La somme d’une série semi-conver- 

gente, à termes réels, dépend de l’ordre de ces termes; 

en disposant ceux-ci convenablement, on peut lui donner 

la valeur que l’on veut. 

Soit S—=uU;+...+ Un... la série donnée. Puisqu’elle 

est convergente, On aura 

| Sn — Sn+p | << En 

et, en particulier, comme Uy44 = Sn — Sn, 

Un+p | — | Sn+p—1 — Sn+p | < En+p—1 < En: 

Soient d’ailleurs A, et — B, la somme des termes positifs 

et celle des termes négatifs qui sont contenus dans s,; on 

aura 
RS Em EAP AT 
n= ® 

Mais, d'autre part, la série des modules 

[ul+...+lu,|+... 

est divergente par hypothèse. Donc les sommes 

CN Do, — ue. lu, A;-"pB;, 

ne tendent pas vers ure limite finie, et, comme elles sont 

positives et vont en croissant, elles tendent vers «. 

Les deux conditions que nous venons de trouver, 

lim:A,—B,|—s, lim[A,+B,|—=c, 

donnent évidemment 

lim A, =0, limB, = 0. 

Soient donc c;, C», .… les termes positifs, et — d,, — d:, 
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les termes négatifs de la série s. Les deux sommes 

C++... et d+d+..., 

considérées séparément, seront infinies. 

D'ailleurs, le rang d’un terme quelconque dans l’une de 

ces séries étant au plus égal à celui qu’il occupe dans la série 

Ui+es+ Un... qui résulte de leur réunion, on aura 

| Cn+p | LA En don < En. 

Cela posé, il est aisé de voir qu’en rangeant convenable- 

ment les termes de la série, on pourra lui donner pour 

somme un nombre M choisi à volonté. | 

Prenons, en effet, dans la suite positive ci, +, ... le 

nombre de termes strictement nécessaire pour que leur 

somme surpasse M (ce qui est toujours possible, puisque la 

Somme Ci +...+Cn+... est infinie), puis dans la suite 

négative — d,, — d;, ... le nombre de termes nécessaire 

pour ramener la somme au-dessous de M, puis dans la suite 

positive assez de termes pour lui faire dépasser de nou- 

veau M, etc. 

Soient s’ la nouvelle série ainsi formée, s,, la somme de 

ses m premiers lermes. Les quantités s,, — M oscilleront 

autour de zéro et convergeront d’ailleurs vers cette limite. 

En effet, la différence s,, — M est au plus égale en valeur 

absolue au terme dont l’adjonction a produit le dernier chan- 

gement de signe dans la suite 

! ! 
s, —M, OMC TON Sy — M. 

Chacun de ces changements de signe exige alternativement 

l'emploi d’un terme au moins de l’une des suites c4, C2, ..… 

ou — di, — d,,.... Dès que m sera devenu assez grand pour 

que le nombre des changements de signe qui se sont produits 

avant le terme s,, — M soit > 2n, le terme qui a produit le 

dernier d’entre eux occupera un rang supérieur à » dans 

celle des suites ci, C2, ..., — d,, — d:, ... à laquelle il appar- 

lient; on aura donc 
[su —MI<e,. 
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292. Supposons que les termes de la série s, au lieu d’être 

réels, comme on l’a admis, soient des quantités complexes 

Un 0, 

La série Zu, tendant vers une limite finie c+ di, Ja, 

et 2, tendront respectivement vers c et d. D'autre part, la 

série | uh | — E Va? + b? est divergente, par hypothèse, et, 

ses termes étant positifs, elle a une somme infinie. Il en sera 

de même a fortiori de la somme E([a,|+|]b,|) dont les 

termes sont au moins égaux aux siens. Donc, l’une au moins 

des deux séries Z|a,|, Z]b, a une somme infinie. Donc, 

l’une au moins des deux séries Ya, et 2, est semi-conver- 

gente. On pourra donc, en modifiant l’ordre des termes de la 

série s, donner une valeur arbitraire à sa partie réelle, ou à 

sa partie imaginaire. 

293.eTaronkmEe. — Si deux séries Ss—>unielt = 36, 

sont absolument convergentes, la série s — Eu,vg formée 

par les produits deux à deux de leurs lermes, écrits dans 

un ordre quelconque, sera absolument convergente et 

aura pour somme st. 

Soit, en effet, 5» la somme des m premiers termes de la 

série 5, le nombre 7» étant quelconque, mais suffisant pour 

qu'on retrouve dans 5, tous les termes du produit 

Satan =(li+.. + uüun)(Pi+e.. + Va), 

ñn étant un nombre donné. On aura 

DrSntn R, 

R étant une somme de termes #,68, dans chacun desquels 

l’un au moins des deux indices &, 8 sera > n. 

Soit R = u,68 + uarPg +... et soit n +p le plus grand 

Hésandicesd Dar 0e On aura 

lon st|Zlsu se] + |RI 
ZlSntn—st|+lual|e8| + ]uel]v8| +... 

ZlSntn—sStl + (une ++ lunes) (il +es + Trasp 

+ (ent +. + lu) (onsal +. + True). 
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Or, les séries S —X|ux|, T—Z%Y|v,| étant convergentes, 

par hypothèse on aura 

until Re ue er, 

PT PE 
et, d’autre part, 

[ul+...+lul <S, 

[nal+. + leur] KT. 
Donc 

lon st <]sytn—st|+e, T+ESs, 

quantité dont chaque terme converge vers zéro si A tend 

vers œ. Mais on peut prendre 7 aussi grand qu'on veut, à 

condition de faire croître en même temps 1. On aura donc 

bien, pour m — «, 
lHimlo,—st| =o. 

294. Ce théorème ne subsiste évidemment pas si les 

séries s et £ ne sont pas absolument convergentes. Mais si 

l’une d'elles seulement, {, est semi-convergente, on peut le 

remplacer par le suivant : 

La série W qui a pour terme général 

Wa = (Uibn+ Uo0n_i He. + Uni) 

est convergente et a pour produit st. 

En effet, on a par hypothèse 

| Un+1 | ar EUR | Up STE 

Pa Ru PI En 

Cela posé, la somme 

NE W: —- s':e © + W y 

est évidemment égale à 

Snlr — Un — Us(Vn-1 + Pr) —... 

EE Un (V2 + Pare e ne 

On en déduit 

Wa—st|z|sat —st|+lulle,|+lustios + 0, +... 

+ual|re+vs+...+po,| 
<satn—st|+luile,;+lusle,,.+...+l|u,le,. 
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. . 7 
Soit »2 le plus grand entier contenu dans —: Les quan- 

2 
utés €, ..., e, formant une suite non croissante, on aura, 

a fortiort, 

! 

AE Sc | < | Snln — St | + (| Us | een ts | Un DEter 

+ (lumul+...+ fu, De 

Sade GUN End mis TEmEre 

Si À» tend vers , 1l en sera de même de met nñn— m+i1. 

Donc tous les termes du second membre tendront vers zéro, 

et l’on aura 
Him} W,—st|—o. 

295. Si les séries s et { sont toutes deux semi-conver- 

gentes, la série W pourra ne plus être convergente; mais, si 

elle l’est, on aura encore 

Me 

Pour le faire voir, nous nous appuierons sur le lemme 

suivant : 

Si les quantités si, ..., sh convergent vers une limite s 

on aur'«a 

: AY AY ..—+Ss 1 OU TER enT 7 RES 
n = © n 

On a, en effet, 

SH Soi. + Sn (Si—S)+...+ (sh —5s) 
em mm 

n n 

d’où 

+ S2+.. + Sn as iæ.e.+ls—s] 

n ee n 

D'ailleurs, $,, 5», ... tendant vers une limite s, on a 

| > YORECES Sn+p | < En 

et à la limite, en faisant tendre p vers «, 

[Sr S | Zen 
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Donc 

MST ESA à DER Entre C7 

| n à n 

Les quantités e formant une suite non croissante, on aura, 

a fortiori, en désignant par À l’entier positif le plus voisin 

de ÿn, 

142 

STRESS Re = À )Epu: 

e n 

he 
D'OaMTIehE ) 

Ve à 

et, en faisant tendre n vers «, 

Les quantités $,, ..., s, étant toujours supposées con- 

verger vers s, leurs modules |s,|, ..., | s,| convergent évi- 

demment vers [s|. Donc on aura également 

[sl+...+]s,] lim — |s|. 

Si donc les séries s, {, W:sont convergentes, on aura, en 

désignant respectivement par 5», {n. W, les sommes de leurs 

n premiers termes, 

S'INRINES. VAE em 
©" t—= lim =, 

on ni 

NV PE EAN 
Wim 77 

/t 

Lt SU 11 

296. Cela posé, on à 

Wi=mit.:.+w, 

= Uk HP) + te( Vies. + Vys) +: 

= Uiln + Udln_1 +: Ou 

Wii +W,=ut+(u+ t)ltn ri +... 

— S; En + Saln1 +: . + Sa li. 
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Posons 

d’où 
=. ; AN 

| Au |Z Eu, | Au |[Zeu. 

On aura, en désignant encore par m» le plus grand nombre 
# ! 

entier contenu dans — ; 
2 

Si ln Tertre Sy En—m+1 

— (s: a 1e. + + Sn )£ 28 Si Kn ne . + Sy Pt 

Syn +1 Cnam HET D Sr l; 

= (+... + ln=m)S Hhiitnsmress Eure lt 

et, par suite, 

W,+...+W, (S+...+s,)t m (+ ln ms nn — mm 
— " ——————————————————…—…—…—"…—"’ —  — — ————————…—…_…_…”"…"’"_…"’_’_—_…_…" ’_… _—_—— _— 

/è m 72. À = mn 7è 

MR (si Kane + Sm Kimi) ae MAP JE NO er lnt) 

1 

Passons à la limite pour 7 — æ. Si l’on remarque que 7 

. * : mt n—- m 

et à — m deviennent infinis avec nr et que —,; ——— ont 
ñn FR 

pour limite commune +, on voit que la limite du premier 

membre sera 

Donc on aura 

(s1 Ent +Sn HAE EU) se hs En sPotecre fe, + | ë 

à D 
We lim 

Or ce second membre tend vers zéro. En effet, son module 

est au plus égal à 

LS: | En Taie LS, RAA + Em+1 | PR ARE NE or En|-É | ‘ 

/è 

More ls hu flou lé m Tr nt 
te 1 i 

< m Fee AT TES | (TE Mir 
Em +1" 
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Or, si n tend vers co, 
m 

tendra vers |s|, 

It l (PC Lg L _—— 

lulæ:::#+ nm] vers 2e Le et Cure 
rt nm TENTIT 

Em VOIS ZÉrO, 

! 

n—-m+i et 
1 VOTSESNE 

297. Cherchons à obtenir des règles qui nous permettent 
de distinguer si une série est ou non convergente. 

Considérons à cet effet une série dont le terme général 

soit un produit de deux facteurs, telle que la suivante : 

DEL EN T 

Cette série sera convergente si la quantité 

(2) | Xn+1 lln+1 Hrrrsr Xn+p Un+p | 

tend vers zéro pour r — æ, quel que soit p. Elle sera même 

absolument convergente si 

re MERE ape et ere 

tend également vers zéro. 

Cette dernière condition sera certainement satisfaite si : 

1° la série Zu, est absolument convergente; 2° les modules 

des facteurs 4, ne surpassent pas un nombre fixe A. 

On aura en effet, dans ce cas, 

ice | | Un+1| +: 2 E|Xrrpl | Un+p | z A(|uni | AL ECS | EU) 

AE, 

quantité qui tend vers zéro pour ñ = ©. 

Donc, en multipliant les termes d’une série absolu- 

ment convergente par des facteurs dont les modules ne 

surpassent pas un nombre fixe, on obtient une nouvelle 

série de même nature. 

Si, de plus, les modules des facteurs «, ne deviennent 

jamais inférieurs à un autre nombre fixe à, leurs inverses ne 
I ; 

ourront surpasser -; et l’on pourra récipro uement con- P P = P proq 
clure de la convergence absolue de la série Sa, u, celle de 
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la série Êwh. Les deux séries seront donc en même temps 

absolument convergentes ou non. 

298. Deux autres cas de convergence certaine peuvent êlre 

mis en évidence, en mettant l'expression (2) sous la forme 

suivante : 

Mo Urin +. Un) 

ER (QE er ME Ann) (Uni p1 TA A MTTE Un) FRA (ares à Xn+0) Un+1 

— | An+p(Sn+p — Sn) 

ge Cars pi np) (Sn+p—1 TE Sn) TRE qe (an+1 EL Cn+2) (Sn+1 Hoion ) > 

Soit M, le plus grand des nombres [s»;p—s5n|, ..., 
| Sns1 — Sn |. L'expression précédente sera au plus égale à 

(3) (| An+p | à | Xn+p—1— An+p | He + | Xn+1 — Xn+a |) M2: 

Cette quantité tendra vers zéro pour ñ =, si l’un des 

deux facteurs qui la composent tend vers zéro, l’autre res- 

tant fini. 

299. Supposons, en premier lieu, avec Dirichlet : 

1° Que la série 

(4) [ti — +... + an an +... 

soit convergente ; 

2°: Qu'on ait, pour 7 = «, 

nno--#10 

0. Que les modules des sommes $,, s:, ... ne surpassent 

pas une limite fixe L. 

Si ces conditions sont remplies, on aura 

(5) tntp-1 — Xnrpl +. + | ns — An | EE 

:, tendant vers zéro. 

D’après la seconde hypothèse, 4»,Y tendra également vers 

zéro. Enfin les quantités | s»,h-— 8» |, ... et, par suite, M, ne 

surpasseront pas 2L. Il y aura donc convergence. 

J. — I. 1) 
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Le cas particulier le plus intéressant est celui où l’on sup- 

pose : R 
1° Que les quantités à sont positives el décroissantes; 

2° Qu'on ait ima, — 0; dans ce cas, la série (4), qui se 
réduit à | 

(oi Te) (UE Es Ji en 

est évidemment convergente, et a pour somme &:; 

3° Que les quantités w,, u:, ... forment une suite pério- 

dique, telle que la somme des termes d’une période soil 

nulle. 

Particularisons encore, en supposant que la suite des w se 

réduise à la suivante, 

—— I, FRE: I, —+- 1, Le 4e T, ele. ; 

nous obtiendrons ce théorème : 

Une série 
Es Le + Morel CRE TL 

dont les termes sont positifs et décroissants, et tels que 

l’on ait ima, — 0, est toujours convergente. 

300. Supposons, en second lieu, avec Abel : 
1° Que la série (4) soit convergente; 

2° Que la série u, +...+ un +... le soit aussi. 

L'expression (5) tendra encore vers zéro. On a, d’autre 
part, { 

Xn+p — Ai — GOT Us DES (an+ pi — Xn+p): 

d’où 

[an+pl <|%|+ A, = 

À désignant la somme de la série (4). 

Donc le premier facteur de (3) restera au-dessous d’un 

nombre fixe. Quant aux quantités |s»,»—s»{|, ..., elles 

seront toutes moindres que &,. Le second facteur tend donc 

vers Zéro, et il y a encore convergence. 
La convergence de la série (4) est évidemment assurée si 

les quantités 4,, &», ... sont réelles, positives et non crois- 
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santes; dans ce cas particulier, on aura donc le théorème 

suivant : | 

Une série convergente reste encore convergente st l’on 

multiplie ses divers termes par des nombres positifs for- 

mant une suite non croissante. 

301. Les séries absolument convergentes, étant les seules 

où l’on puisse changer à son gré l’ordre des termes, peuvent 

seules être employées commodément dans l'analyse. Il im- 

porte d'apprendre à les reconnaître. Cette recherche doit se 

faire sur la série des modules, dont les termes sont réels et 

positifs. Cette circonstance donne un intérêt particulier à 

l’étude de la convergence de ce genre de séries, qui va dé- 

sormais nous occuper exclusivement. 

Cette recherche est fondée sur le principe suivant : 

ST une série (à termes positifs) 2v, a ses termes plus 

petits à partir d’un certain rang que ceux d’une série 

convergente de même nature Eur, elle sera elle-même 

convergente. 

En effet, si l’on a 

Pr < Un; Unies. + Un+p < En) 

on aura @ fortiort 

Pn+1 LS En 59 Pn+p < En* 

Il est d’ailleurs évident qu’on n’altère pas la convergence 

d’une série en modifiant arbitrairement un certain nombre de 

termes au début. Il suffit donc que l'inégalité v, < ux ait 

lieu pour toutes les valeurs de » qui surpassent un nombre 

fixe y. 

Si, au contraire, la série Zv, a ses termes plus grands que 

ceux de Euh, et si cette dernière série est divergente, Xr} 

le sera. | 

La démonstration est la même, le sens des inégalités étant 

renversé. 
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Pour juger de la convergence ou de la divergence d’une 

série, 1l conviendra donc de former un tableau de séries 

convergentes, un autre de séries divergentes, auxquelles on 

comparera la série donnée. 

302. La comparaison avec une progression géométrique 

nous fournit une première règle simple et suffisante dans 

un grand nombre de cas : 

La série Zu, est convergente si, à partir d’un certain 
He É 

rang, on &a constamment Vin < r, r'élant une constante 

<1; divergente st, à partir d’un certain rang, on «a 
LH ETETS = ? N 3 TOR 1,d'oùw,S I. 

Car on a, dans le premier cas, 

HT Te 27" convergente, 

et, dans le second, 

RU ke AL OR RU 21” divergente. 

Le premier cas se présentera, en particulier, si Ÿ/#, tend 

pour ñn — vers une limite / moindre que 1; car soit 7° une 

quantité quelconque comprise entre / et l’unité; on pourra 

trouver un nombre y à partir duquel Vu différera de / d’une 

quantité moindre en valeur absolue que 7 — [. À parüur de ce 

moment, on aura constamment Wu» < r. 

On voit de même que le second cas se présente si Vu 

tend vers une limite > r. 

303. Lorsque la règle précédente ne s'applique plus, on 

se trouve conduit à chercher de nouvelles séries moins rapi- 

dement convergentes (ou divergentes) que les progressions 

géométriques, pour leur comparer la série donnée. 

On peut construire à volonté de semblables séries par les 

considérations suivantes : 

Soit M,, ..., M, une suite de quantités positives crois- 
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santes, et telles que l’on ait Him M, — w. La série 
n= x 

(6) MAR CM EM) EL CMS M) 

sera une série divergente à termes positifs, où la somme s, 

des » premiers termes sera M,. 

La série 

I er PE ES 2 ER A A Le I pe EAN M,+1 — M, 

M; M; É M, M; Ke M, 1 7 en) ne” M1 M, 

sera, au contraire, convergente; la somme s, des n premiers 

[ I . ge 
termes a pour valeur = — ———;, expression dont la limite s 

M; M,+: 

J 
est M 

Réciproquement, toute série à termes positifs pourra être 

mise sous la forme (6) si elle est divergente, sous la forme (7) 

si elle est convergente. Les quantités M,, ..…., M, seront dé- 

terminées, dans le premier cas, par la condition 

DIS Sn) 

dans le second, par les conditions 

S— Sn 

304. Nous allons montrer que la suite M,, ..., M,, 

permet de construire deux systèmes de séries en nombre 

illimité, à convergence (ou à divergence) de moins en moins 

rapide, et dont les séries (5) et (6) ne sont que les premiers 

termes. | 

Nous nous appuierons, pour le faire, sur quelques inéga- 

lités de la théorie des logarithmes que nous allons établir. 
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Six > 0, on aura 
x? 

PE US ae EN I ET, 

d’où, en posant x —  —— (PARNET, 

Mais on a, d'autre part, si 0o<x<i1, 

x? I 
ÉTIAET E RE AR EI ME 5) 

léerraté 

d’où, en posant x — Pie 3), 

En prenant les logarithmes dans les deux membres de ces 

inégalités, 1l viendra 

8 ©  Logy — Logs < 2 (8) y RS 
tn 

Plus généralement, posons 

Log Logæx — Log,æ, Log Log, x — GoUs ES 

A,æ = Logzx Log,æ...Log, 

On aura, siy > 3, 

Log y > Logz, Le Log, y > Logy 

Appliquant les inégalités (8) à l'expression 

LOST, 
Log, z 

il viendra 

Logys17 —Logs15= Log 

Log, y — Log,z 
fe Tee SLA Logsy < LOgu+19 — LOgu+13 < Logy < 
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Faisons le produit des inégalités obtenues en posant suc- 

cessivement 4 —1,2,..., m—1; muluplions encore par 

l'inégalité (8); 1l viendra 

Vis 

3 AVS 2 Z 

D ed 

D RE > Log, : 1 — Log,, 3 — 

à m1 Ÿ 
(9) 

305. Ces préliminaires posés, nous pouvons établir le 
théorème suivant : 

TaéorÈME. Soit M,,..., M, une suite de quantités 

positives ARTE aux conditions 

Mic M, him M,— oo, 
mn = 

et soit p une quantité positive quelconque : 

Les séries 

Dre » M, — M, a 

M,:: M° M1 LogM,.: LogpM, 

Ÿ Mh41 — M, 

dm M An Mass Logé, Mn 

seront toutes convergentes, et les séries 

» M +1 — M, M +1 Mn Dee M1 — M, 

M, M, Log M, 4 Via M,A,M, M, 

seront toutes divergentes. 

.. satisfaisant évi- En effet, les quantités M£, ..., M£ 
JE Ve 

demment aux conditions 

Mf,, > M° et lim MF — 
n = © 

, . = M, — M° 

la série RAT TU AT sera convergente et aura pour somme 

M°,,M£ 

I 7 M 
a) La série S'Men Mn cr également (297) si le 
M? M,,1M6 

rapport 

M4 — M, .Mÿ,, — M£ 

M,M8 ‘ MP,,MP 
RUE 
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des termes généraux de ces deux séries reste inférieur à une 

limite fixe. Il est aisé de voir qu'il en est ainsi; car, si nous 

posons, pour abréger, 

M; = 9 
NT 

M: 

on aura 

[ — 

PRE UE En 
I — qP 

et g sera positif et < 1. Soit x un entier quelconque, tel que 
: : I 

l’on qe < ?. On aura 

DENT EN RS NE AE TETE JET NI ie EL Le 

1 — gb 

Donc la série 

se M»+: — M; 

My M£ 

[] . , . s f”. 

est convergente, et l’on sait d’ailleurs que la série 

à 2(M»+1 —M,) 

est divergente. 

En second lieu, les quantités 

Log,, M;, D Log, M, 

satusfont évidemment aux relations 

Log, M,:1>> Log, M,, lim Log,M, = ©. 
n = œ 

Donc la série 
D Log,,M,:1 — Log, M, 

Log,, M: Logf, M; 

est convergente. Or, en appliquant l'inégalité (9), on voit 

que ses termes sont plus grands que ceux de la série 

M »1 A M, 

M: A p M: Logh M4: Log, M; 

\ M1 — M, 
— 

M+: A» M4: Logf, M} 

Celle-ci est donc convergente. 
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De même, la série 

> (Log, M: FPE Log, M,) 

est divergente, et ses termes sont plus petits que ceux de la 

série 
N Maui M 
À ms @ 

ci M,A»- M, 

Celle-c1 est donc divergente. 

306. Comme application particulière, posons 

MPT NOIR NOR TE 

Nous obtuendrons la suite de séries divergentes 

I Ù STE 
(10) = mr rar À, Rte Ÿ ia 

D: n > ni Logn ds nA,,n 

Posant, d’autre part, M, = 7 — 1, nous aurons de même 

la suite de séries convergentes 

Dre > n(n— 1) n Log n Logf(r —1) 

À cette dernière suite, on peut substituer celle-ci, dont 

les termes sont respectivement plus petits et dont la forme 

est un peu plus simple : 

I I — I 
nd dr ne D —— ——. éd n1+0 n Log'+Pn nA,,nLog:,n 

On remarquera que, z étant un nombre donné quelconque, 

ses logarithmes successifs Logx, Log,sæ, ... décroitront sans 

cesse et finiront par devenir négatifs 

Si Log,x est négatif, il n’aura plus de logarithme arith- 

métique, et les symboles suivants Log,,,x, ... n'auront plus 

de sens. Il pourra donc se présenter au début de chacune 

des sériés types (10) et (11) un nombre limité de termes 1llu- 

soires, suivis d’un terme négatif. Mais on pourra leur sub- 
é 



298 PREMIÈRE PARTIE. — CHAPITRE III. 

sutuer des nombres positifs arbitraires sans altérer la con- 

vergence ou la divergence. 

307. Les considérations suivantes montrent directement la 

divergence des séries (10) et la convergence des séries (11). 5 = 

Elles permettent. en outre, d’assigner deux limites entre les- P Ù Ù 8 
quelles se trouve comprise la somme d’un nombre quelconque 

de termes consécutifs de chacune d'elles. 

Soit F(n) une fonction de n., dont la dérivée n) soit 
) 

positive, continue et décroissante, et tende vers zéro pour 

ñn—. On a, pour les valeurs de x comprises entre n et 

N+ 1, 

JR) f(x) > f(n +1) 

et, en intégrant den à n +1, 

n +1 

fo)> f f(x)dx > f(n +1). 

Posons successivement n—Y,v+1,.,.,Y+ p—1 et 

ajoutons les imégalités obtenues; il viendra 

V+p 

fO)++/6+P=0> f f(x) dx 

>f(O+n+...+/f(v+p). 

La somme f(v +1) +...+ f(y + p) sera donc comprise 

entre les deux nombres fixes 

V+p 

7 f(x) dr =F(v+p)—F(») 

et 

V+p 

[ Je)de+fo+p)-f0). 

Soit en particulier 

F(r)= Logan, d’où f(n)= à; 
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posons en outre y =1I, nous voyons que la somme 

I I I 
+ +... + 
CURE Pp +1 

I 
est comprise entre Log(p +1) et Log(p +1) + RE TT 

Si y tend vers æ, f(v) et f(v + p) tendant vers zéro, on 

aura 

VE 

lim [f(v+1)+...+/f(v+p)]=hm AA 
Y = © V=' y 

Pour que la série Zf(n) soit convergente, 1l faut et il 

suffit que le premier membre de cette égalité soit nul quel 

que soit p. La condition nécessaire et suffisante pour la con- 

vergence est donc que l'intégrale 

V+p 

1h f(æ)dz=F(v+p)—F(») 

tende vers zéro ou, ce qui revient au même, que F(n) tende 

vers une limite finie pour nr — «. 

308. Cela posé, les fonctions 

ÉOPRIMEOS ST MR LU LOS AT Ne 

qui ont respectivement pour dérivées 

I L I 
_— , eme . CE FES NS Eu || . 9 

n  nlogr nA,n 

deviennent infinies pour ñ7 — +. Donc les séries (10) sont 

divergentes. 

Au contraire, les fonctions 

n:P. LogTPn Log, n 
a 9 ——————_— 5 | . hd | PRE = 9 0 a 

Tite Arr At 

qui ont pour dérivées 

1 I I 
An Pet SD C0 M et, 42 TRE TI EE QT D 2 
ni+P n£Log'+n nA,nLogf,n 
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s’annulent pour 7 — «. Donc les séries (11) sont conver- 

gentes. 

309. La remarque suivante fournit un second procédé 

pour juger de la convergence d’une série à termes positifs 

par comparaison avec une autre série de même nature : 

La série 2v, est convergente si, pour toutes les valeurs 

de n non inférieures à un nombre fixe y, on a 

27 u nm 

= 
Pn+1 Un+1 

la série Eu, étant convergente. 

Elle est divergente si, pour n5y, on a 

Var 

< 
Pn+1  Un+1 

la série Eu, étant divergente. 

On a, en effet, dans le premier cas, 

VAT V| VA 

Donc, à partir du rang y, la série Xv, aura ses termes au plus 

# è . (4 
égaux à ceux de la série convergente —Yw,; elle est donc 

üu, 

elle-même convergente. 

La seconde partie du théorème s'établit de même, le sens 

des inégalités étant changé. 

310. Si l’on suppose que Èw, soit une progression géo- 
métrique de raison 7, on aura la proposition suivante : 

La série ZVh sera convergente DIS pour n S Y; on & Con- 

stamment 

= —9 r étant 1 
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. D . Ph . . 

eten particulier si—— tendvers une limite l plus grande 
Va+1 

que 1). 

Elle sera divergente si, pour n=Y, on a constamment 

311. La considération des séries (10) et (11) conduit à des 
règles plus précises. Pour les formuler, calculons pour cha- 

ln pee ? , l 

cune de ces séries ia valeur approchée du rapport ——;, en 
Un+1 

‘ I pe. de 3. 1 , £ LA ren 

y négligeant les termes d’ordre plus élevé que mn 

On a, avec cette approximation, 

(an +1) :nP+ pre + es. 

ÉMIS n° n 2 n° 

Log (nan +1) = Log n + Log( 1 + :) 
rm 

ÿ I 
= Log n(1+ ——— \), 

n Logn 

I 
Lo n+<i1)—= Los,n Loc: CET Se(r +1) San + 1| sx Ta) 

I 
— Lop, À Re Pat 

GEL Logn 

et généralement 

nAnn 

I 
Log,,(n +1) = Log, n (: + x) 

Logf, (nr +1) = Logf,n (: — nt 
nAmn 
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Enfin 

nr! J 
Zik —) 

n n 

SALES ON SE : 

(n+1i)A,(n +1 4 I ] 
Cr+1)An(r #1) [+ — E—- —————— MR RRRENE 

nAmnn n n Logn . nAmn 

is I [ I 
a 

n n Logn nA,n 

DAS de POLE EL EEE FR EN ARER TE TL NL ES À 

(a) A NME PRE 
n EP IMEE n an 

JS D A LT : 0 ar0. 7e er9 2e) 01e :C'ort a". te DAC RENE, e 12 

(n+1)A,(n+i1)Logf,(n +1) 

n Amn Logf,n 

I 1+p I 
a Le mn ter tuile c- pyrenees: AN ve 

n n Logn nA mn 

Telles sont les valeurs du rapport pour les séries (10) 

et (11). La première de ces valeurs seule est exacte. Les 

= A Las On autres doivent être complétées par un reste de la forme PL 
7 

9, étant infiniment petit pour 7 — «. 

312. Cela posé, une série Xv, sera divergente si, à partir 

de n —v, on a constamment 

Vn 

<i+= 
Vn+1 

ou, plus généralement, 

Vn 
{re ie : À 

FREE Er À n?? 

À étant une quantité positive fixe. 

PR Er D 
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En effet, en la comparant à la série (10) correspondante, la 

différence 

finira par devenir négative, 0, étant infiniment petit. 

Au contraire, Ëv, sera convergente, si l’on peut trouver 

une quantité positive À telle que l’on ait, à parur dé nr = », 

pires L + À 
PAL 

Pn+1 n 

ou, plus généralement, 

CAS TEE J [+ À 
Re, 
LAS n n Logn nAyn 

En effet, comparons la série £v, à la série correspondante 

Zur, formée avec une valeur de o moindre que À. La diffé- 

rence 

°n Le Un — Ài— 0 Ae 13 

Pro HOTTES 

prendra, pour de grandes valeurs de A, le signe de son pre- 

mier terme, qui esl posilif. 

(? E 

313. Lorsque le rapport ie est développable suivant les 
n+1 

L1 .. I \ “ L] 

puissances entières de — (ce cas est à peu près le seul qui 
nm 

se présente dans la pratique), les règles précédentes permet- 

tent de décider, dans tous les cas, s'il y a ou non conver- 

gence. 

Soit, en effet, en s’arrêtant aux termes du second ordre, 

4’ restant fini pour nr — «. 

Si a<1,oua—i1, Bz1,:1l y aura divergence; car, en 
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comparant la série Êv, à la suivante, 

Du Der 

qui est divergente, on aura 

! 

Pr Un ul I 0 LE Û» DR EP CET EE —__— + — 
EU Un n n Logn n° 

et le terme principal, qui, pour de grandes valeurs de n», 

donne son signe à cette expression, sera négalif. 

Au contraire, sia=>1,oua—1,f$>>1,1l y aura conver- 

sence; car, en comparant la série Zv, à la série convergente 

Ÿ u RS Ar API ES nt 
si |” n Log'+Pn° 

on aura 

LA te U» I 1 + 0" — 0, a 3) DUO PP Pr ANR 
Pos ue n nLogn n 

expression qui, pour À suffisamment grand, sera positive, 

car son terme principal est positif. 

314. Voici une dernière règle de convergence, due à 
M. Kummer : 

7 
St, pour n= y, on peut mettre le rapport ST sous la 

n+ 

forme 
Vn Nes En+1 + À PR ER ES 

Pn+1 En 

; Cv; ..., En, ... désignant des quantités positives quel- 

conques, la série Èv, sera convergente. 

On a, en effet, 

PnEn — Vn+1En+1 

Pn+1 — a 

Ajoutons les équations obtenues en donnant successivement 
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à n les valeurs y, y +1, y + p — 1; il viendra 

PyEy — Vyrpev+ Fev Put eco Pypp = ER ET, 
x x 

Donc la somme du premier membre tend, pour p = «, vers 

Pyey une limite au plus égale à 

319. SÉRIES A DOUBLE SENS. — On considère parfois des 

séries telles que 

(12) :.+Uu_p+.. +++ +... + up... 

formées d’une infinité de termes s'étendant dans les deux 

sens à partir d'un terme central w,. La somme s d’une sem- 

blable série sera, par définition, la limite de la somme 

Snn == Une UE Un), 

lorsque m et n tendent tous deux vers æ, sans être liés par , 

aucune relation. S'il existe une semblable limite, la série sera 

convergente. Pour cela, 1l est évidemment nécessaire et suf- 

fisant que les deux séries partielles 

RE on AE D ee AO A OPEL Te D NE 2 On 

soient convergentes séparément. 

La série (12) sera absolument convergente si ces deux sé- 

ries le sont. On pourra, dans ce cas, altérer à volonté l’ordre 

des termes sans changer la somme de la série; les écrire, par 

exemple, dans l’ordre suivant, 

U+i+ui+.. +Un+ Un+..., 

de manière à n’avoir plus qu’une série ordinaire. 

Pour former le produit de deux séries de lespèce (12), 

lorsqu'elles sont absolument convergentes, on n’aura évi- 

demment qu’à former les produits de leurs termes deux à 

deux; les termes ainsi obtenus, écrits dans un ordre quel- 

conque à la suite les uns des autres, formeront une nouvelle 

série, égale au produit cherché. 

J. — I. 20 
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316. SÉRIES MULTIPLES. — Soit & __ un système de’ My Ma. à 

quantités, distinguées les unes des autres au moyen de plu- 

sieurs indices M1; M>, ..., dont chacun peut prendre une 

infinité de valeurs entières (par exemple, toutes les valeurs 

entières et positives). 

On peut, d’une infinité de manières, écrire ces termes à la 

suite les uns des autres et former ainsi une série où chaque 

terme figure à un rang déterminé, sans qu'aucun d’eux 

soit omis. (On peut, par exemple, en désignant par e,, 6, 

une suite quelconque d’entiers croissants, écrire d’abord, 

dans l’ordre qu’on voudra, ceux des termes w,,,,.... en nombre 

limité pour lesquels [mn [+ |m2 +...7€1, puis ceux, en 

nombre limité, où cette somme est = e,, mais Ze», et ainsi 

de suite ). | 

Une série ainsi formée 

V=n+p+.. + pi+..., 

dont les termes successifs ne sont autres que les nombres 

Um, … écrits dans un certain ordre, représentera pour nous, 

si elle est convergente, une valeur de la série multiple 

{ Un, m:... 

Mi, Mas... 

Toutes les séries V se déduisant de l’une d'elles V' par le 

changement de l’ordre de ses termes, on voit (291-292) que, 

si V'est semi-convergente, la série multiple admet une infi- 

nité de valeurs différentes. Le symbole Eu, n’acquerra 

donc un sens précis que lorsqu'on aura fixé l’ordre dans le- 

quel les termes devront être successivement ajoutés. 

Au contraire, si V'est absolument convergente, la série 

multiple n’aura qu’une valeur unique (289). Nous dirons, 

dans ce cas, qu'elle est absolument convergente. La série 

plus générale Eu,» .Umiw, … 1e Sera également, si les mo- 

dules des multiplicateurs &,, M... ne surpassent pas un nombre 

fixe (297). Enfin, on obüendra le produit de deux semblable s 
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séries en multipliant leurs termes deux à deux et ajoutant 

dans un ordre quelconque les produits ainsi obtenus. 

317. Considérons en particulier la série à termes réels et 

positifs 
20 

où l 
[19 S = PSS ON Lo td mois Diiio NA 
re nt mon 

— æ© 

(où l’on exclut le terme correspondant à nm, =m:...—mn—0, 

qui serait infini), et cherchons dans quel cas elle sera con- 

vergente. 

Soit æ un entier positif quelconque. Le nombre des sys- 

tèmes de valeurs de m,, ..., m, dont la valeur absolue ne 

surpasse pas æ est évidemment égal à (2x + 1)#— 1. Si nous 

excluons ceux de ces systèmes Où M1, ..., Mn SOnttous << 7 

en valeur absolue, 1l en restera 

(2æ+i1)"— (2x — 1) = notant +,... 

Soit Sz l’ensemble des termes de S qui correspondent aux 

systèmes restants. Chacun de ces termes est évidemment com- 
I : } = à (| 

pris entre les deux limites suivantes —— et ————— : on aura 
DASON GTI ENS) AS 

donc 

LENS Sang VE SEE = =1 A ARDENNE 

x?% Had x? ; 

On a d’ailleurs, évidemment, 

SES EN, + Sick: 

et, par suite, 

S sera donc convergente ou divergente en même temps que T. 
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Mais on peut évidemment écrire 

LX— © 

RENE LE 
LT a?a—n+1 d 

Lu 

a 

A, tendant pour x — vers la limite constante n2*. Pour 

que T soit convergent, il sera nécessaire et suffisant que la 

EN 

D aa +1 

le soit; ce qui donne (306) la condition 

série 

DU ITS 

318. Ce résultat peut être généralisé comme il suit : 

Soient © une fonction continue homogène de degré 24 des 

indices nu, ..., Mn; Ÿ une fonction des mêmes indices, de 

degré inférieur à 2@. 

Si la fonction + est de telle nature qu'elle ne s’annule pour 

aucun système de valeurs réelles des variables m,, mo, ... 

(le système o, 0, .: : excépté), lassérie 

a I 

to + 

(où l’on exclut de la sommation les termes pour lesquels on 
È . [42 : 

auralt © + d = 0) sera convergente sl A —) divergente 
2 

CES 
SI 4 

En effet, donnons successivement aux variables m,, ma, 

tous les systèmes de valeurs réelles qui satisfont à la condition 

MÊi+ Mi +... I. 

Les valeurs correspondantes de © seront évidemment finies 
: A 1e “ . . à, , 

et de même signe, car © ne pourrait changer de signe qu’en 

s'annulant. 

Soient K la plus grande de ces valeurs, Æ la plus petite. 

Le rapport des fonctions + et (m°+...+ mi)* restera com- 

ra: 
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pris entre K et Æ pour tous les systèmes de valeurs qu'on 

considère. D'ailleurs ce rapport, étant une fonction homo- 

gène et de degré zéro de m,, ..., mA, ne dépend que des 

rapports mutuels de ces quantités ; 1l sera donc toujours com- 

pris entre K et X. 

. D'autre part, 4 étant de degré < 24 par rapport à m,, …, 

Mn, Son rapport à (MŸ+...+ m2)t tendra vers zéro si les 

variables m,, ..., mA, ou seulement quelques-unes d’entre 

elles, croissent indéfiniment ; car ce rapport est moindre que 

=> M, désignant la plus grande en valeur absolue des quan- 
m° p 
tités m2, ...; Mn, et ce dernier rapport tend évidemment 

vers Zéro. 

On aura donc 

Los a. d — Apr ma (Ni He ECS TRE mi) 

A»...m, étant une quantité finie, comprise pour des valeurs 

suffisamment grandes des variables entre deux limites fixes, 
”. ! HA SSL | 

voisines de K et de Æ. La série Ÿ = $era donc conver- 

sente ou divergente en même temps que la série S consi- 

dérée tout à l'heure. 

319. Comme application, considérons la série 

; 1 | 
AE PPS PRE ET CC VE SA PE PET ? 

(2013 + 202 /M3 + 3) 

OÙV20, — a+ d'i, 2060 — b'+ br, 3 — = + :'z sont des 

quantités complexes et « une quantité posiuve. La série des 

modules a pour terme général 

ll ] 

Cu L”? 
! ! NA (4 11 1272 Re [Cam + b'm+z') + (am + b"m + 37) ] 

en posant 

1% FR o—=[(a'm, + b'm,) + (am, + b"m,)}. 



310 PREMIÈRE PARTIE. — CHAPITRE III. 

La fonction & est continue et homogène de degré &. Enfin, 

elle ne s’annulera que si M, = m2: 0, pourvu que le déter- 

minant @/b"— b'al! soit différent de zéro. 

On voit donc, en appliquant le théorème précédent, que 

la série sera absolument convergente si 4 >> 2. Klle sera 

divergente, ou semi-convergente, si 47 2. 

320. Propuirs iNFINIS. — Soient, comme précédemment, 

LE Sr US PERRET 

une suite indéfinie de quantités. Formons les produits suc- 

cessifs 

Si r augmente indéfiniment, il peut se faire : 

1° Que ces produits successifs ne tendent vers aucune 

limite déterminée ; 

2° Qu'ils tendent vers æ; 

3° Qu'ils tendent vers une limite finie II. 

On dira, dans ce dernier cas, que le produit infini 

U; Ua). . Une . 

est convergent et a pour valeur Il. 

321. Nous admettrons, pour plus de généralité, que u,, …, 

Un, --. puissent être complexes. Soit, en général, 

Un = @n+'ünt = patcosa, + isinx,): 

Le produit IT, aura pour module &5,...5, et pour argument 

LH... + One 

Deux cas de convergence seront à distinguer suivant que, 

pour ñ = ©, Il, tend vers zéro ou vers une limite différente 

de zéro. 
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Le premier cas se présentera, quels que soient les argu- 

ments, si l’on à 
pre. 205 10; 

ou, ce qui revient au même, 

lim Logp,...0,—lim(Logo, +...+ Logph) —— 00. 

Ce cas se reconnaîtra donc à ce caractère que la série 

Logp;+...+ Logp, +... 

est divergente et a pour limite — +. 

322. Supposons, au contraire, que Il, tende vers une quan- 

üuté fixe différente de zéro, ayant P pour module et À pour 

l’un de ses arguments. Il faudra évidemment pour cela qu’on 

ait 
Logo; +...+ Logo, — LogP +R,, 

Xi... Par A FIN, TEE R; 

Kn étant un entier et R,, R’, des quantités qui tendent vers 

zéro pour ñ — ©. D'ailleurs les arguments &,,..., 4», n'étant 

déterminés chacun qu'aux multiples près de 27, pourront 

être choisis successivement de manière à faire évanouir les 

entiers k,, de sorte que les deux séries 

(14) Logpi+...+ Logp,+:..., 

(19) +... + Om... 

soient convergentes (leurs sommes étant LogP et À). 

Au lieu de la série (14), 1l sera souvent plus commode de 

considérer la série | 

(16) Loÿpi+...+ Logpi+..., 

qui s’obuent en doublant tous ses termes. 

Si les séries (15) et (16) sont absolument convergentes, il 

en sera de même du produit Il, dont la valeur sera évidem- 

ment indépendante de l’ordre des facteurs. Il en dépendra, 

au contraire, et sera semi-convergent, si l’une ou l’autre des 

deux séries est semi-convergente. 
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Une condition nécessaire, sinon suffisante, pour la con- 

vergence des séries ci-dessus est que leurs termes tendent 

vers zéro pour nr —.-[l faut pour cela que 9; tende vers 

l'unité et &, vers zéro. Mais on a : 

Ve 2 2 En 

On ae an + b;; An — AaTC 

Il faudra donc que a, tende vers l'unité et b, vers zéro. 

323. Tuéonime. — Pour que le produit 

HS Tee 

soit absolument convergent vers une limite différente de 

zéro, il faut et il suffit que la série 

S—=(u—1)+...+(un—1) +... 

soit absolument convergente. 

En effet, la convergence de cette série, comme celle du 

produit, exige évidemment qu'on ait 

hima,=1, limb, = 0, imo,=ils 

Cela posé, les expressions 

Los 0°? Loo LS 
QE Pr er 06 TPS SN EE EN 

Ses), sel 
et 

AU 
arc sin — 

GE Pn 
ue he 

tendront évidemment vers l’unité pour nr = +. Ces facteurs 

seront donc, à partir d’un certain rang, inférieurs à une li- 

mite fixe, et il en sera de même de leurs inverses. Donc les 

séries (19) et (16) seront absolument convergentes en même 

temps que les séries plus simples 

ORDER EU a PA ONE A HER 
5 Logpi= > (pa 1) = 2 (as + x 1) 
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et 

SU 
Un — bn. 
An 

Mais, si la série D b, est absolument convergente, il en sera 

de même de la série Der, dont les termes ont des modules 

moindres, au moins à partir d’un certain rang. D’autre part, 
PE NT 9 He , 

la série > (a; — 1) peut s’écrire 

D (ar +1) (an—1) 

et sera absolument convergente en même temps que la série 

Ÿ'(a — 1), puisque le facteur a, + 1 tend, pour ? = «, vers 

une limite fixe égale à 2. Donc, pour que IT soit absolument 

convergent, 1l faut et il suffit que les deux séries 

D (an—1) et DM 

soient absolument convergentes, ou, ce qui revientau même, 

D (an —1 + bi) = (ur —1) 

que la série 

le soit. 

6 

324. Considérons, comme exemple, le produit 

A, { AN 
n=(i+) (ess) 

Il sera absolument convergent si, x étant > 1, les coeffi- 

cients À,, ..., A,, ... ont leurs modules inférieurs à une 

limite fixe M. On aura, en effet, 

Sir r=d ECM SE, 

I 
et Ù — est convergente, comme nous l’avons vu. 

IL 
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Le contraire aura: llieu sie ul A4, AE PONT 

leurs modules supérieurs à une limite fixe. 

325. Comme application, considérons l’expression 

1.2/0 0n 1)" 

RCE 3(3+1)...(3+n —1) 

Soit l'(3) la limite vers laquelle elle tend pour ñn = «. On 

aura évidemment l(3) — si z est un entier négatif, car, à 

partir de la valeur ñr = — 3 + 1, toutes les fonctions IT(7, 2) 

auront un facteur nul au dénominateur, 

Pour toute autre valeur de z, (3) aura, au contraire, une 

valeur finie et déterminée. En effet, on peut évidemment 

écrire 

T(z) = II (2 tee 2) LLLCRROR CR) RUE 
(2,2) IL(2,:3) 

et il ne reste qu'à prouver la convergence de ce produit infini. 

Orona 

H(n+i.z) nn (n+1Y 

IT (7,2) Nr 2er 

3 —1 À 
AA EN AE 

2n n° 

En 3(3—1 
À, tendant, pour ñ — «, vers la limite fixe ET Le pro- 

duit est donc absolument convergent. 

326. On a parfois à considérer des produits infinis dans 

les deux sens ou des produits multiples. Leur introduction 

ne peut plus offrir aucune difficulté. 

IV. — Séries de fonctions. 

327. Si une série 

Sr UE TEE ER RS EEE 

dont les termes sont des fonctions d’une ou plusieurs va- 
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riables æ, y, ... est convergente pour tous les systèmes de 

valeurs de ces variables constituant un certain domaine, elle 

représentera dans ce domaine une fonction de x, y, ...…. 

La convergence de la série sera uniforme, si l’on peut, 

quelle que soit la quantité positive e, déterminer un entier y, 

indépendant de +, y, ... et tel que, pour 2 > y, on ait tou- 

Jours 

[S—s,|<e. 

Les séries uniformément convergentes peuvent, à beau- 

coup d’égards, être assimilées aux sommes formées d’un 

nombre limité de termes, ainsi que le montrent les théo- 

rèmes suivants : 

328. Taéorëme |, — Une série uniformément conver- 

gente, dont les termes sont des fonctions continues de x, 

Y,..., est elle-même une fonction continue. 

Posons, en effet, 
Sn Sn R. 

Changéons x, y, ... en æ + Ax, y + Ay, ...; soient As, 
As», AR les accroissements correspondants de s, s», R; on 

aura 
ASE As, + AR —=As,+R + AR —R, 

d’où 
|As|=|As,|+—IR+AR|+IRI]. 

La continuité étant supposée uniforme, on pourra prendre 

n assez grand pour que |R + AR] et [R| soient moindres 
€ 
9 

Le nombre 7 ayant été ainsi choisi, s,, qui est la somme 

qu'une quantité positive quelconque 

d’un nombre fini de fonctions continues, sera continue. On 

pourra donc assigner une quantité à telle que, si |Ax|, 

AY  eont nel ASSRSoit << = On aura alors 

[PAS esse, 

ce qui démontre la continuité de $. 
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329. Taéorkue Il. — Une série uniformément conver- 

gente 
SEULS PAL ES" 

et dont les termes sont des fonctions intégrables dans un 

domaine borné E, est elle-méme intégrable dans ce do- 

maine; elle a pour intégrale la série 

N dde +...+ ue. A, 
E E 

laquelle sera uniformément convergente. 

En effet, décomposons E en éléments infiniment petits 

de. ..., dex, .... Soit O4 l’oscillation de s dans l’élément 

dex. Il faut prouver que ZOz;dez tend vers zéro en même 

temps que l'étendue des éléments. 

Posons encore 

S—=Ss, +R, 

et soient O}, w4 les oscillations de s, et de R dans l’élément 

dez. On aura évidemment 

0,0% + 0%, 
d’où 

20,de,z 20; de; + Zowydez. 

On peut, par hypothèse, prendre » assez grand pour que R 

soit constamment moindre en valeur absolue qu’une quantité 

positive quelconque e. Son oscillation w; sera dès lors moindre 

que 2e, et l’on aura 

Zuwyde,< 2e2de;< 26E. 

Le nombre r étant amsi choisi, s, étant Ja somme d’un 

nombre fini de fonctions intégrables sera intégrable; on 

pourra donc assigner une quantité à telle que, si des, ..., 

dex sont tous << à, 2O, dex soit +. On aura alors 

20,de;<e(2E +1), 

quantité qui tend vers zéro avec €; donc s est intégrable. 
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Son intégrale sera donnée par la formule 

N sde = s, de + K R de 
E E E 

= K us de +... + un de + R de. 
E E E 

Il ne reste plus qu’à montrer que, si nr tend vers «, 

N R de tend vers zéro, et cela uniformément. 
E 
Or, on peut, par hypothèse, déterminer un entier y tel que, 

sin > y,|R]| soit constamment moindre qu’un nombre po- 

sitif quelconque es. Mais alors 

N R de 
E 

quantité qui tend vers zéro avec €. 

eE, 
Al 

330. Taéorëme III, — S5 /a série 

ÉD RRE ERPT ACD PEUE 

est convergente, et la série 

c(æ)=fi(e) +... + fax) +... 

uniformément convergente dans l’intérieur d’un do- 

TAOINÉM SL UC DIS le TONCLONS If, (LE). es fn (M) - se 
sont continues dans l’intérieur de E, s(x) admettra dans 

l’intérieur de E une dérivée, égale à 5(x). 

Soient, en effet, x un point quelconque intérieur à E; 

a un autre point, assez voisin de æ pour que tous les points 

de l'intervalle ax soient encore intérieurs à E; 5(x) sera 

intégrable de a à x; et l’on aura 

fou f rod. ne 

AN ES EC En at EUR DT PA NCA Lort PE 

= s(æ) — s(a). 
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Le premier membre admet une dérivée, égale à 5(x); donc 

il en est de même du second; s(&) étant une constante, s(x} 

aura une dérivée, égale à s(x). 

331. Taéorëme IV. — Soit 

Sa) Jim) 2) Ter 

une série convergente dont les termes sotent, dans un cer-- 

tain domaine, des fonctions synectiques de x. St la série 

o(s)=fi(z)+...+ fi(z) +... 

est uniformément convergente,s(z)sera dans ce domaine 

une fonction synectique de 3, ayant pour dérivée 5(3). 

La démonstration est la même que pour le théorème pré- 

cédent. 

332. L’uniformité de la convergence, admise dans les rai- 

sonnements précédents, est une condition essentielle pour 

la validité des démonstrations. 

Voici, en effet, quelques exemples où, cette condition 

n'étant pas remplie, nos théorèmes se trouvent en défaut : 

1% Considérons la série s qui a pour terme général 

TER 8 fon A ur 

Pour x — 0, elle se réduit à zéro. Pour les autres valeurs de x 

comprises entre — 1 et +1, s est une progression géomé- 

trique convergente, et a pour valeur 

I 

pa) 
VA 

quantité qui tend vers & si æ tend vers o. La série s est donc 

discontinue pour æ —0o, bien qu’elle soit convergente et 

que ses termes soient des fonctions continues. 

Ce résultat s'explique en remarquant que la convergence 

m'est pas uniforme. Soit, en effet, s, la somme des n pre- 

À 
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miers termes de la série. On aura 

(1 Es x? Je 

S — Sy — A ET R RE 
L 

et, quel que soit n, on pourra toujours trouver une valeur de x 

assez petite pour que R, soit plus grand que toute quantité 

donnée €. | 

2° Considérons la série 

SE jrs . + Un +156" . 

À ) 

où 

Ur 4e, .. (FA RTC NE NE 1} TER TNIES 

La somme s, des À premiers termes est égale à naxe7## et 

tend vers zéro, quel que soit x, pour z — æ.. La série a donc 

pour valeur zéro, quel que soit x. 

On a, par suite, 
b 

f sæ=0; 
0 

b ri 
CE nee de = À | den = — 

2 
0 0 

f 
== = Gr LS e=nb*] 

b 
lim 1 TRUE Élus 
n = «© 0 

Le théorème Il est donc en défaut pour cette série. 

L 1 mais, d'autre part, 

1. 

el, pour 7 — ©, 

b 

2XC2 nm X 2 b 

( 0 

Di 

D | — 

Cela tient encore à ce que la convergence n’est pas uni- 

forme. En effet, on a 

S—s,—hR,—=—nTeTtt, 

| ER 
et, si l’on pose x = —,; il viendra 

u 

IR, | = Ve : Sen LE 
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Il est donc impossible de choisir n de telle sorte que, pour 
. | I 

toute valeur de x, | R,][ soit << <, dès que e sera < S 

333. Considérons encore, avec M. Weierstrass, la série 

F(x) ENS b'cosa"rx, 

0 

où b est une constante positive 1, et a un entier impair 

Pl 

Cette série est uniformément convergente; car, si l’on dé- 

signe par F,(x) la somme des m premiers termes, par R,, le 

reste, on aura 
b'! 

1 — D 
JRr120m-E DIR RUE 

) 

quantité indépendante de æ et qui tend vers zéro pour 

100) 

Si ab <1, F(x) aura pour dérivée la série 

: 

E!(x) =—Ÿ a" b'fr sina"rx, 

0 

car cette dernière série sera aussi uniformément conver- 

gente. 

Nous allons montrer, au contraire, que, si ab surpasse 

un certain nombre fixe, F(x) n'aura pas de dérivée. 

On peut évidemment écrire 

AT = Um + Cm 

4m étant un entier et &, une fraction comprise entre — { et 

+ !, Posons 
dl 

(277 Cm D peremres à 
a" 

en élant égal à 1. La quantité 

a (x ar h) re An + Cyn 
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sera un entier. D’autre part, À aura le signe de e», et son 
3 

module sera au plus égal à ——; donc Ltendra vers zéro si m 
2 a” 

croit indéfiniment. 

Considérons l’expression 

F(x+h)—F(x) + b'[cosa"(x + h)r— cosaxr] 

k = D 

Soient S,, la somme de ses m premiers termes, R,, le reste. 

On aura 
In — 1 

br[cosa "(x +h)r— cosa"xr| 
D RME SP ATEN QT re Ré 

0 

71 —1 
+ h Ÿ 

_ brie PET es 
2e — f sina”Tt de) 

4 

el, par suite, 

im —1 
y ra"b" MED ÉD AL 

0 

nm—1 

12 Êe RAY OMESX) 1) T nm hm 
È TA b CRETE RTE ee HE UE b : AI 

Passons à la considération de R,. Pour n 5m, on aura 

(a et em étant impairs) 

cosa"(x+h)r=cosa""(a, +en)r—=(—1)4mti, 

cosa!xT — cosa (on + Em)T = (—1) 4m cosan ME, Tr 

et, par suite, 

( pe ee “ 

Rp —— D br(1+ cosa-"E,r). 
m 

La quantité sous le signe D: a tous ses termes positifs. 

D'ailleurs, le premier de ces termes, b#{1+ cos£,7), est 

J. — I. 21 
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PARU AE s "as FC T è 

SO car, Ent étant compris entre — 2 et 5? son CosInus ne 

peut être négatif. 

On aura donc 

L LE Vo 
| re Fe — >3;a70?, 

et Rh aura, d’ailleurs, le signe de (—i)#mt'em. 

Si doncon a 

2 T : 3T 
——_—_— d’où ab > 1+ Fra 

on aura 

RAS k 

F(r +h) — F(x) = = 42 Tr m pm 
FR SA Re IRIS EG 7) b 7 

quantité qui croît indéfiniment avec m. 

F(x+h)—F(x) 

D 

(— 1)2ntle», et, comme on peut, pour chaque valeur de m, 

D'ailleurs, a, ainsi que R,, le signe de 

se donner arbitrairement le signe de e», on voit qu’on pourra 
F(æ+h)—F(x) 

la 

ou négalf, ou lui faire parcourir une suite de valeurs de 

à volonté faire tendre vers l'infini positif 

signes différents et indéfiniment croissantes, L tendant tou- 

Jours vers Zéro. 

On voit, par l'exemple qui précède, qu’il existe des fonc- 

tions continues n'ayant de dérivée pour aucune valeur de 

la variable. 

334. La fonction précédente F(x) n’a une variation bornée 

ans aucun intervalle. 

Soit, en effet, cd un intervalle quelconque. Soient —; 

AI Su, | Ait I ; 
Ê ...) PERRY celles des fractions de dénominateur — qui 

Ë [4 
UD mn «a a 

L at 

sont contenues dans cet intervalle; si nous donnons à x la. 

. série de ces valeurs intermédiaires entre c et d, la variation 

RE 
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totale T RES EN sera 

r(é)-re ptit: + HI Lie 
a"? nee) 4 a"! 

cn 
a! 

et sera au moins égale à ÿn, n désignant la plus petite des 

quantités 
F B+i+i pe B+r 

a’! a’! j 

Or on a, par hypothèse, 

B —1 
m 

a 

B+y+i 
a’! < C, > d, 

d’où 

d—c<i, y>a"(d—c)—2. 

D'autre part, nous avons vu, dans le numéro précédent, 

qu’en posant 

APRES DCE 1 

on avait 

— T 11 1: 

(3) Que h 

Faisant, en En ne CON CL ae QG +, d'où 

er 
TP B+i PE "LViendra 

“LA à 

Fr) er) 
On aura donc 

= AE: T mn 

16 =)" 

— AV do In | mn LA des! 2e ee =)! [a”(d— c)— 2]. 

Si nous faisons croître »2 indéfiniment, b étant L1 et ab>1, 

celte expression croîtra indéfiniment, ce qui établit notre 

proposition. 
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335. Considérons encore la série 

= HE D )— o(3 )| = ET at er) 

o(z) et Ÿ(z) étant des fonctions quelconques de z. La somme 
des » premiers termes de s est 

W(z)— p(z3) sa = q(s) + ET 

Si|3|<1, 3° a pour limite zéro, pour ñ — , et l’on aura 

Sn ei Riu z" tend vers co, et s — He 

Si nous remplaçons ©(z) par une autre fonction v,(3), 

nous obtiendrons une autre série s,, égale comme la précé- 

dente à Ÿ(z) lorsque |z|[<1, mais égale à ©,(3) pour 
MES 

On voit par là que deux séries convergentes et égales entre 

elles dans une région donnée du plan peuvent converger 

toutes deux, mais vers des valeurs différentes, dans une autre 

région du plan. 

V. — Séries de puissances. 

330. Soit 

S ST — a)" 

0 

une série procédant suivant les puissances entières et posi- 

uves de 3 — a. 

Si, pour une valeur particulière € de 3 autre que a, la série 

est convergente, son terme général tendra nécessairement 

vers zéro quand z augmente indéfiniment. On aura donc, en 

posant pour abréger|[C—a|=r, 

(Gi) HARRIS 0 
n= © 

Cette condition n’est pas suffisante; mais si elle est 
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remplie, et si l’on désigne par 5 une quantité positive quel- 

conque moindre que 7', la série S sera absolument et unifor- 

mément convergente pour les valeurs de 3 qui satisfont 

à l'inégalité 

|: — ap. 
Les séries dérivées 

S' = nA,(z3—a)""t, 

Sd n(n—1)A,(z—a)""?, 

SITE) ete antennes je; 01,60 els] ele eo pe route, 9 sers, 0, 6) 

jouissent de la même propriété. 

En effet, soit e une quantité positive quelconque. On 

peut, par hypothèse, déterminer un nombre y tel que toutes 

celles des quantités | A,77 | où n > y soient << e. Les autres 

sont en nombre limité; soient n la plus grande d’entre elles, 

M la plus grande des deux quantités e, n : on aura, quel que 

soit A, 

Cela posé, considérons, par exemple, la série S'. Les 

modules de ses termes sont au plus égaux aux termes de la 

série 
n—1 

Dau ) 

laquelle est convergente, car le rapport d’un terme au suivant 

enr ne 
a pour limite 2 quantité > 1. 

L’uniformité de la convergence résulte d’ailleurs de ce que 

la nouvelle série a ses termes indépendants de 3. 

La série S représentera donc une fonction synectique dans 

un cercle de rayon p décrit du point & comme centre, et sur 

ce cercle lui-même. 

337. Cela posé, soit r une quantité positive variable de o 
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à co. L'expression 

[Anr"| 

sera croissante avec 7', et trois cas seront à distinguer : 

1° La condition (1) n’est satisfaite pour aucune valeur de 7. 

Ce cas se présentera, par exemple, si A,—1.2...n. S'il en 

est ainsi, S ne convergera pour aucune valeur de 3, autre 

que a. 

2° La condition (1) est au contraire satisfaite pour toute 

valeur de 7. Dans ce cas, r et par suite os pouvant être choisis 

aussi grands qu’on voudra, S sera convergente et définira 

une fonction synectique dans tout le plan. 

Une semblable fonction se nomme une fonction entière: 

Telles sont, par exemple, les fonctions e°, sinz, cosz. 

3° La condition (1) est satisfaite pour des valeurs suffisam- 

ment petites de 7, mais ne l’est plus pour les valeurs suffi- 

samment grandes. Ces deux classes de valeurs sont séparées 

par une valeur frontière R. 

Traçons, autour du point a comme centre, un cercle K de 

rayon R, auquel nous donnerons le nom de cercle de con- 

vergence. 

Si 3 est extérieur à K, on aura [z—a|>R, et la série 

sera divergente. 

Si 3 est intérieur à K, on aura [3—a[<R, et, en choisis- 

sant deux quantités o et 7 telles que l’on ait 

[s—alzp<r<R, 

on voit que la série sera convergente. La fonction qu’elle 

représente sera d’ailleurs synectique dans tout cercle décrit 

du point &« comme centre avec un rayon p moindre que KR. 

Enfin, si z est sur la circonférence de K, S pourra, suivant 

les cas, être convergente ou non. 

La fonction synectique f(z) représentée par une série S de 

puissances entières 3 — «a dans l’intérieur de son cercle de 

convergence se nomme un élément de fonction analytique. 

Nous dirons, pour abréger, que le point & est le centre de 

cet élément et que R est son rayon. 
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338. 91 À, est nul, f(3) s’annulera pour 3 — a, et l’on 
dira que ce point est un zéro de f(z). Ce zéro sera d’un 

degré de muluplicité m, si A, est le premier des coefficients 

de la suite A5, A4, ... qui ne soit pas nul. 

On aura dans ce cas 

f{s)=(s—-a)"[A,+ Aus —a)+...] 

et l’on pourra déterminer une quantité à telle que, si 

o0<|3—a|<, on ait toujours f(z)Zo. 

Nous avons vu en effet qu'il existe deux quantités M et 7 

telles que l’on ait 
_M 

EEE J' 

et, par suite, si[z—a@ <7, 

[Amis —a)+As(z—aÿ +...] 

_Mfls—al, [s—ef 
< pm ne | 

_ M [s—a| 

eee 

Cette quantité décroît avec [3 — a|; si donc on déter- 

mine à par la condition 
M à 

| LS | ue ER u 

rm r —ù 

on aura pour les valeurs de | 3 — a] inférieures à Ô 

[f(z)|51z—al"[lA,|—|[Anmu(s—-a)+...|]>0. 

339. Taéorime. — Soit f(z) une fonction synectique 
de z définie dans l’intérieur d’un contour fermé et con- 

tinu C. Les points de l’intérieur de ce contour pour les- 

quels f(z) prend une valeur déterminée À sont nécessaire- 

ment isolés, si la fonction f(x) ne se réduit pas à la 

constante À. 

On peut supposer pour plus de simplicité À= 0; car, sil 

était différent de zéro, on n'aurait qu'à raisonner sur la 
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fonction f(3) — À, qui est définie dans le même domaine 

que f (3). | 

Supposons donc qu'il existe dans l’intérieur de CG un 

point a, qui soit la limite d’une suite de points &,, 4», ... 

pour chacun desquels f(3) s’annule. Soit b un autre point 

quelconque intérieur à C. On peut joindre les points a et b 

par une ligne polygonale L située dans l’intérieur de C. 
Soit s une quantité moindre que la plus courte distance de L 

et de C. Partageons la ligne L en arcs partiels aa,, ..., 

aka@xy1, ... dont chacun ait une longueur < &. | 
Si de l’un des points 4, &,, ..., par exemple du point @x, 

comme centre, on décrit un cercle de rayon €, la fonc- 

uon f(z) sera représentée dans l’intérieur de ce cercle par 

la série de Taylor 

fs) =f(ar)+(z— a) f'(ax) +..., 

et ce développement sera valable sur les arcs &@x_, 4x et 

&k@x31, Qui sont contenus en entier dans ce cercle. 

Considérons le premier développement, relauf au point @, 

f{)=f(a)+(z— a) fa) 

Si l’un des coefficients f(a), f'(&), ..… n’était pas nul, on 

pourrait, comme on l’a vu au numéro précédent, assigner une 

quantité à telle que f(3) ne s’annulât pour aucune valeur 

de 3 pour laquelle on aurait o <|[3—a|<3Ô, ce qui est 

contraire à la supposition que «& est la limite d’une suite de 

points pour lesquels f(3) s’annule. Donc f(a), f'(a), .… 

seront tous nuls, et l’on aura f(3) —o tout le long de 

l’arc°aa.. 

Mais &, sera la limite d’une suite de points de cet arc; 

on verra donc, par le même raisonnement, que tous les coef- 

ficients du second développement 

J(z)= fa) m)f (am) Er 

s’'annulent, et que f(z) est nul tout le long de l'arc &, @». 

Continuant ainsi, on voit que f(3) doit s’annuler tout le 

long de L et en particulier à son extrémité D, laquelle est, 

n'a 

p hutnttihé dot 
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par hypothèse, un point quelconque de l’intérieur de C. 

Donc Ps tesL nul dans tout ce domaine. 

340. Corollaire. — Soient f(z), f,(z) deux fonctions 
_synectiques respectivement définies dans l’intérieur de deux 

contours fermés C, C, qui se coupent mutuellement en deux 

points. Si dans la région D, intérieure à la fois à GC et à G,, 
les deux fonctions f(z) et f,(z) sont égales autrement 

qu’en des points isolés, les relations 

F(3)=/f(z) dans l’intérieur de C, 

— f,(z) dans l’intérieur de C, 

définiront une fonction synectique F(3) dans tout l’intérieur 

de la région du plan entourée par ces deux contours. 

On doit remarquer que F(2) est définie de deux manières 

différentes dans la région D; mais ces deux définitions 

coïncident; car la différence f,(z) — f(z), étant synectique 

dans cette région, et ne s’y annulant pas seulement en des 

points isolés, y est identiquement nulle. 

Ce point établi, la proposition devient évidente. 

341. Nous dirons que deux éléments de fonction analy- 

tique 

S —ÈA,(z—a})t, 

Ste ZA; (z SAP Gate, 

ayant respectivement pour centres les points & et &,, sont 

contigus, si: 1° leurs cercles de convergence empiètent l’un 

sur l’autre ; 2° dans la région commune à ces deux cercles, 

te a ee 

D’après ce qui précède, il suffit, pour que cette dernière 

circonstance se réalise, que l'égalité S =S, soit satisfaite 

dans cette région commune autrement qu’en des points 

isolés. 

Si deux éléments S, S, sont contigus à un troisième élé- 

ment 

S,—= ZA, (z— a} 
nm 
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et si les trois cercles de convérgence K, K,, K: ont une ré- 

gion commune, S et S, seront contigus. Car on a dans celle 

révion commune 
[æ, 

SES: SR S d’où SEE 

et cette dernière égalité, ayant lieu ailleurs qu’en des points 

isolés, subsistera dans le reste de la région commune à K 

CLIN 

Remarquons enfin que, si 4, est un point quelconque inté- 

rieur au cercle de convergence K de l'élément S, on aura, 

par la formule de Taylor, dans l’intérieur de tout cercle dé- 

crit du point a, comme centre avec un rayon moindre que 

la distance de a, à la circonférence de K, 

S=f(a)+f(m)(s a) +... 

Le second membre de cette égalité sera donc un élément 

de fonction analytique contigu à S. 

342. Ces préliminaires posés, tout élément de fonction 

analytique tel que 

sert de point de départ, comme il suit, pour la définition 

d’une fonction analytique f(2). 

Soit L'une ligne continue quelconque partant du point & 

pour aboutir à un autre point b. 

Admettons qu'on puisse marquer sur cette ligne une suite 

de points a, 41, ..., &;, ..., b en nombre limité et jouissant 

des propriétés suivantes : 

Il'existe une suite d'éléments de fonctions analytiques S, 

Si... Où, ... dont chacun est contigu au suivant, et tels 

que les arcs 4@;, ..., &j@j,,, ... Soient respectivement con- 

tenus à l’intérieur des cercles de convergence K, ..…., K;, … 

de ces éléments. 

Nous définirons f(z)en chaque point de la ligne L comme 

1] suit : 

cÉéaciaé Ai 

RCE 
+ HE 

DA DE D mn D PT 

NE Us 

hr, 
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De à à a, nous poserons 

HGs)=S, a 

fs) =S:, 

On a ainsi, au point &;, 

PAS: et CAPI 

de Œi à dig1) 

mais comme en ce point, intérieur à K;_, et à K;,ona 

Dr — S 

ces deux définitions sont concordantes. 

343. Si æ = ot — (4) sont les équations de la 
4 1 12 Î I 

ligne L, la fonction f(3), ainsi définie sur cette ligne, est O , 79 O ) 

évidemment une fonction continue de 4. Sa valeur en chaque 

point de L sera déterminée et ne dépendra pas de la ma- 

nière dont on aura pu choisir les points &,, ..., a;, ... et les 

ÉLÉMENTS See 

Enielebsoita #4 1600.00... Unisecondisysteme 

de points intermédiaires et d'éléments correspondants. Dé- P P 
signons par 4, %», ... les points des deux systèmes «1, 

*ÿ ! ’ ® 9 \ 

%,...eta,, &,, ... écrits dans l’ordre où on les rencontre 

en cheminant de «a à b. 

Dans les deux modes de procéder, on a sur l'arc a, 

Admettons plus généralement que, jusqu’au point &;, la 

valeur de f(z) reste la même; nous allons prouver qu'il en 

sera encore de même sur l’arc &;4,1. 

Avec le premier mode de division, f(z) sera déterminé 

par une relation de la forme 

HO) SE 

Se étant un élément dont le cercle de convergence K, con- 

tient à son intérieur l'arc 4;4;,,, et, par suite, une portion de 
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l'arc 4;_, 4; avoisinant &;. Sur cette dernière, on aura encore 

HÉNE = LE 

En eflet, cela a lieu par définition si 4; n'appartient pas à 

la suite &i, &@>, .... Si au contraire il appartient à cette 

suite, 1l sera égal à a. et la définition donnera 

f(s)= Sete 

Mais Se et S._, sont deux éléments contigus; donc, dans 

toute la région commune à leurs cercles de convergence, on 

aura 
Sr: 

J(z)=Se. 

Dans le second mode de division, on aura de même, sur 

el, par suite, 

l'arc a;a;,, et sur une portion de l'arc à;_,«;, voisine de «;, 

ARRET 

S,, étant un nouvel élément, dont le cercle de convergence K,, 

contient à son intérieur l'arc a;aj41. 

Mais, dans les deux modes de procéder, f(z) a la même 

valeur sur l’arc &;_,4;; donc les deux éléments S, et S;, ont 

la même valeur sur toute la portion de cet arc commune 

à Ke et à K/,. Ils sont donc contigus, et restent encore égaux 

sur l'arc ;@;,1. 

La valeur finale de f(z) au point D, extrémité de la 

ligne L, ne dépend donc que du tracé de cette ligne, lequel 

définit la loi de variation de 3. 

344. Nous avons admis, dans tout ce qui précède, qu’on 

pouvait passer du point & au point b (et & fortiori à un point 

quelconque de L) au moyen d’un nombre fini d'éléments S, 

S1,-... Supposons qu'il en soit autrement. La ligne L étant 

à ses débuts intérieure à K, 1l y aura sur cette ligne des points 

que l’on peut atteindre de la manière indiquée et d’autres 

plus éloignés qui ne jouissent plus de cette propriété. Ils 

7 
% 

À 
; 

EN ne en 
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sont séparés les uns des autres par un point frontière c que 

nous appellerons un potnt critique. Notre procédé per- 

mettra de définir la valeur de f(3) pour tous les points de 

l'arc ac (le point c excepté), mais on ne pourra aller plus 

loin. 

345. Nous avons vu que, si z se rend de a à b suivant une 

ligne L n’offrant pas de point critique, on peut déterminer 

sans ambiguïté la valeur de f(z) en chaque point de cette 

ligne, et notamment au point b et dans ses environs où elle 

sera donnée par un développement 

f(z)=2B,(z—b}) 

procédant suivant les puissances de 3 — b. 

Si z suivait une autre ligne L/, on obtiendrait de même sur 

la partie de cette ligne avoisinant le point b un nouveau dé- 

veloppement 

FU) =, — br. 
Si ces deux développements sont identiques, nous dirons 

que les lignes L et L/ donnent à leur extrémité des valeurs 

concordantes pour f(3). Il n’en est pas nécessairement ainsi. 

Les fonctions algébriques et les transcendantes élémentaires 

nous en ont déjà fourni plusieurs exemples. 

Il peut même arriver que le point D soit critique sur l’une 

des lignes L, L/, sans l’être sur l’autre. 

Il est donc, en général, nécessaire, pour pouvoir fixer la 

valeur de f(z) en un point donné b ou dans ses environs, de 

définir le chemin suivi pour y parvenir. 

Il existe pourtant, comme nous allons le voir, certains cas 

où l’on peut s’affranchir, au moins dans une certaine mesure, 

de cette considération. 

346. TaéorÈme. — Supposons z assujelti à rester con- 

stamment dans l’intérieur d’un contour fermé GC; si, dans 

ces conditions, on ne rencontre jamais de point critique, 

quelle que soit la ligne décrite par z, la fonction f(z) dé- 
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finie par le moyen de ces lignes dans l’intérieur de C n’a 
qu'une valeur unique pour chaque valeur de z, et c’est 
une fonction synectique. 

On peut tout d’abord se borner à la considération des 

lignes L qui sont polygonales. En effet, soit L une ligne quel- 

conque allantde a à b; soienta ae a; "D ete ees 

S;,... les points de division et les éléments successifs qui 

servent à la détermination de f(3) le long de cette ligne; K, 

K 13 x Ky,r., les cercles de’convergence-détcestéléments 

Remplacons chacun des arcs partiels a;a;,, par un poly- 

gone inscrit ayant mêmes extrémités el qui s’en rapproche 

assez pour être encore contenu en entier dans l’intérieur 

de Cet de K;. Pour déterminer la valeur de f(z) en chaque 

point de ce polygone P, on fera usage des mêmes éléments 

que pour la ligne L; on arrivera donc aux extrémités de ces 

deux lignes à des valeurs concordantes de f(3). 

Cs 

347. Considérons donc un polygone P et un autre poly- 

sone P' aboutissant également au point b. La valeur finale 

f(b) fournie par la ligne P’ est évidemment la même qu’on 

obüendrait en suivant la ligne P.P='P", Tout revient donc à 

montrer que, après êlre arrivé en un point quelconque b par 

une ligne P avec. la valeur finale f(b), on retrouve la même 

valeur après avoir décrit un contour polygonal fermé tel 

que Pal’ 
Higaote 

«A Ô nc 

Cette proposition sera évidemment vraie pour un contour 

polygonal quelconque, si elle l’est pour un contour Il sans 

point multuple (199). On voit également que, si elle est 

vraie pour deux contours bedeb et befob ayant un côté 

RE EE TE VU 
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commun be (fig. 5), elle le sera pour le contour bcdefgb 

formé par la réunion des autres côtés. 

Cela posé, soit IT l’un des contours considérés. On peut 

le décomposer par des diagonales en triangles, ayant chacun 

un côté commun avec le suivant; et il suffira d'établir Île 

théorème pour un des triangles T. 

348. Soit 3 —b—v(t) +i4(t) la loi de variation de 3 
le long du pourtour de ce triangle. Réduisons tous les rayons 

vecteurs dans un même rapport; nous obtiendrons un nou- 

veau triangle T,, semblable à T, et sur le pourtour duquel 

on aura 
3— b—ulo(t) + id(e)], 

u étant 1. Le triangle T, sera contenu en enter dans T 

el, par suite, sera intérieur à C. 

Désignons par U l’accroissement que prend f(b) lorsque 

z revient au point bd après avoir décrit le triangle T,. Si w 

varie de o à 1, Ü sera une fonction de w; 1l nous faut mon- 

trer qu'elle est constamment nulle. 

Tout d’abord, sa dérivée est nulle. En effet, pour obtenir 

les valeurs de f(z) sur le périmètre de T}, nous partageons 

ce contour- en arcs partiels bb;, ..., b;b;,,, ... et nous 

déterminons une suite d'éléments S, ..…., S;, .… dont les cer- 

cles de convergence K, ..., K;, ... contiennent ces arcs à leur 

intérieur. Si nous changeons w en u + du, chaque are b;b;,, 

sera remplacé par un autre arc infiniment voisin, qui sera 

encore intérieur à K;. On pourra donc utiliser la même suite 

d'éléments S, ..., S; que précédemment; on obuendra donc 

pour f(b) la même valeur finale. 

Donc Ü est une constante. D'ailleurs cette constante est 

nulle. En effet, si & est infiniment peut, tous les points de T, 

se rapprocheront indéfiniment de à et finiront par être con- 

tenus dans K. On pourra donc dans ce cas déterminer f (3) 

en chaque point de T, au moyen du seul élémentS, lequel 

n’a au point d qu'une valeur unique et déterminée égale à la 

valeur initiale f(b). 



336 PREMIÈRE PARTIE, — CHAPITRE III. 

La fonction f(z) n’a donc bien qu’une valeur en chaque 

point intérieur à C. Elle est, d’ailleurs, synectique, car elle 

est représentée aux environs de chacun de ces points par un 

développement en série qui admet une dérivée continue. 

349. Corollaire. — La fonction f(:), déduite d’un élé- 

ment de fonction analytique S, admet au moins un point eri- 

tique sur la circonférence du cercle de convergence K de 

cet élément. 

Supposons, en eflet, qu'il en soit autrement. Dans tout le 

cercle K, y compris sa circonférence, f(3) n'aura qu’une 

seule valeur en chaque point, et, aux environs d’un point b 

de ce domaine, cette fonction sera représentée par un déve- 

loppement 

convergent dans un cercle K;, de rayon R; plus grand que 

zéro. Ce rayon R, est une fonction continue de b. Soient, en 

effet, b + db un point voisin de b, R;,4 le rayon corres- 

pondant. La formule de Taylor permet de développer S; 

suivant les puissances de z—(b+ db) en une série sûrement 

convergente dans l’intérieur de tout cercle ayant pour centre 

b + db et un rayon moindre que R; —|db|; car ce cercle 

sera intérieur à K3. Donc R;,45 ne peut être moindre que 

R;—/|db|. On verra de même que R, ne peut être moindre 

que Rgsas — | dd |. Donc | R;4,45 — R;]| sera Z| db] et tendra 

vers zéro avec db. 

D'ailleurs le domaine K (la circonférence comprise) est 

parfait. Donc KR; admet dans ce domaine un minimum et 

l'atteint, Comme R; n'est jamais nul, ce minimum p sera 

RE 

Cela posé, considérons un cercle K’ concentrique à K et 

de rayon R + +9. Soit L une ligne quelconque tracée dans 

ce cercle. Partageons-la en arcs aay, ..., aiai,,, ... assez 

petits pour que chacun d’eux, 4;&@;,,, Soit contenu en enter 

P à l’intérieur d’un cercle de rayon = 
2 
ayant a; pour centre. On 
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sourra déterminer un point D; situé dans l’intérieur de K ou | lét point b; situé dans l’int de K 

sur sa circonférence et dont la distance à a; soit < ÉSPLe 
A 

cercle K; de rayon 9 ayant son centre en D; contiendra donc 

à son intérieur l’arc a;a;,, tout entier. Deux cercles consé- 

cutifs K;, K;,, et le cercle K auront une région commune; 

car la droite b;b;,, est contenue dans K, et, sa longueur étant 

au plus égale à bia; + aiai,, + ais bi, 50, son milieu est 

intérieur à chacun des trois cercles. 

Cela posé, on peut déterminer un élément 

contigu à S et convergent dans le cercle K; (ou dans un 

cercle concentrique plus grand). Les éléments S;, S;,, ainsi 

définis seront contigus, car légalité 

S;—S—S,., 

a lieu dans toute la région commune à K, K;, K;,,. La suite 

des éléments S. ..., S;, ... permettra donc de déterminer la y +. Di Là 
valeur de f(3) tout le long de L. 

Donc f(z) n'a aucun point critique dans l’intérieur du 

cercle K' de rayon R++s. Elle sera synectique dans ce 

cercle; donc le développement S sera convergent dans tout 

l’intérieur de ce cercle, et le rayon de convergence ne sera 

pas R comme nous l’avions supposé, mais une quantité plus 

grande. 

390. Si les lignes L tracées dans l’intérieur d’un contour 

fermé C et aboutissant au même point b donnent toujours 

pour chaque position de b une valeur finale unique f(b), 

on dira que f(z) est monodrome dans l’intérieur de C. 

Si f(z) est monodrome dans tout le plan, nous dirons 

qu'elle est uniforme. 

301. Tnéorkue. — Si f(z) est monodrome dans l’inté- 

rieur de GC, un point intérieur à C, critique pour l’une 

Luc eA 2 29 
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des lignes L(intérieures à C) qui y passent, le sera pour 

Loutes les autres. 

Soient en effet à un point quelconque intérieur à CG; Let 

L' deux lignes qui le joignent au point de départ & et qui 

n'offrent ni l’une ni l’autre de point critique avant b. 

Supposons que le point b ne soit pas critique sur L. Sur 

la dernière partie de cette ligne, on aura f(:)=S», S» étant 

un élément tel que D soit dans l’intérieur de son cercle de 

convergence K,,. Soit à la distance de b à la circonférence 

de ce cercle. Déterminons sur la ligne L'un point $ assez 

voisin de b pour que l'arc b$ soit encore contenu dans K». 

Le développement S, pourra encore servir à déterminer la 

valeur de f(z) au delà du point b sur Parc b5. La fonction 

étant monodrome, cette valeur doit coïncider en chaque 

point de cet are avec celle qu’on aurait obtenue en suivant la 

ligne L'. Dans ce dernier cas, on aurait au point $ et dans 

son voisinage f(z:)—S,, S, étant un élément tel que Ê 

soit intérieur à son cercle de convergence K,,. Les deux 

cercles K», Ke empiètent l’un sur l’autre, et sur la portion 

de l’are DB voisine de 6 on a constamment S, —S,,. Donc 

l'élément S,, est contigu à S,, et peut servir à définir f(3) 

sur la portion de la ligne 1/ située au delà de 6, y compris 

le point extrême b. Donc D n'est pas critique pour L/. 

392. Les points critiques d'une fonction monodrome 

forment un ensemble parfait. Car un point non critique, 

étant le centre d’un élément qui définit la fonction dans son 

voisinage, est nécessairement à distance finie des points cri- 

tiques et ne peut être un point limite pour ceux-c1. 

LS 

Joe. Les détails circonstanciés que nous venons de donner 

sur les fonctions analytiques d’une seule variable nous per- 

mettront d’être plus bref sur les fonctions de plusieurs va- 

riables. 

Soit 
S—=ZA,n(z—a)(3 — al)" 
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une série procédant suivant les puissances entières et posi- 

üves de 3 — a et 3'— a’. Si elle est convergente pour des 

‘valeurs 3 —£&, z'—Ÿ,, telles que [{ — a] et [C'— a! | soient 

tous deux différents de zéro, on aura, en appelant r la plus 

petite de ces deux quantités, 

(2) NU A Ter nets 0 
n+n = 

el, par suite, 
51 0M 

| À nn’ | < pn+n? 

M désignant une quantité fixe. 

Si cette condition est remplie, soit £ une quantité quel- 

conque << 7°: la série S sera absolument et uniformément 

convergente, ainsi que les séries dérivées 

OS 
— =ÈA,yn(z—a)t-t(5— a)", 

OS : ; 
mA N an(s in Ne a NEnt, 

LS 

que .e te fire te jet alu, à emo telete te sg ie els lets, Jus dre.» 

pour l’ensemble des valeurs de 3, 3" qui satisfont aux inéga- 

Lités 
= PT Be sale, Ha l<e: 

| LÉ 0S 
En effet, considérons 7x Par exemple; on aura 

É M 
= n+n — | 

< pi+n p ) 

quant té qui est le produit des deux séries convergentes 

M nn die D p" 

> que ? nd FT 

n' 

OS 
0z 

’ 
Jo" 

42 

On conclut de là que Ar si pour aucune valeur posilive 

de 7 la condition (2) n’est satisfaite, S ne peut converger 

que si l’une au moins des deux quantités 3 — «4, =! — a! 

s’annule ; 
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2° Sielle est satisfaite quel que soit 7°, S sera convergente 

dans tout'le plan et représente une fonction synectique ; 

3° Enfin, si elle est satisfaite seulement pour certaines va- 

leurs de 7 sans l’être pour les valeurs plus grandes, soit R la 

frontière entre ces deux classes de valeurs : S sera conver- 

gente et synectique tant que 3 et z resteront respectivement 

à l’intérieur de cercles K, K’ de rayon R décrits autour de & 

et de a’. Elle sera divergente si 3 et z/ sortent tous deux de 

ces cercles. Il y aura doute dans tous les autres cas. 

Une semblable série S, considérée dans la région de con- 

vergence certaine définie par les deux cercles ci-dessus, 

(=) 

constituera pour nous un élément de fonction analytique 

à deux variables. 

304. La série S sera identiquement nulle si l’on peut dé- 

términer deuxsséries defvaleursiz,, 2-5 Net eee 

3,, .. Convergeant respectivement vers a eta et telles qu’on 

ait, pour toutes les valeurs de £ et de k, 

SZ ND A (er a) LS Er O0: 

En effet, la série S ordonnée suivant les puissances de 

z — a peut s'écrire 

2T, (3 FE HR ER 

les T étant des séries qui procèdent suivant les puissances 

de z'— a’. 

Assignons à z la valeur constante z,; S deviendra une 

fonction de la seule variable 3, admettant une infinité de 

zéros ayant & pour limite; on a donc nécessairement T, —0, 

T,—o, .... Or chacune des quantités F est une série pro- 

cédant suivant les puissances de z' et admettant une infinité 

de zéros qui convergent vers a’. Elle est donc identiquement 

nulle. Donc tous les coefficients À seront nuls, ce qu'il fallait 

démontrer. 

309. Taéorkme. — Soit f(3, z') une fonction synec- 

tique, définie pour tous les systèmes de valeurs de zx et z 
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respectivement compris dans l’intérieur de deux contours 

fermés G et C. S'il existe deux séries de valeurs 3,, ..., 

Zi, +. CL 3, ..., 24, ... de ces variables, convergeant res- 

pectivement vers a et a, a étant intérieur à G et a! inté- 

rieur à C', et pour lesquelles on ait constamment 

ACT 3%) APR 

Î(3, 3!) sera identiquement nulle. 

Soient en ellet b, b' deux points quelconques pris dans 

l'intérieur de C et de (UF Joignons-les aux points a, a’ par 

des lignes polygonales L, L/ intérieures à ces contours. Dé- 

signons par € une quantité moindre que les plus courtes dis- 

tances de L à C et de L/ à C/. Partageons les lignes L, L/ en 

ARC ID MEL did ripio ic. (l'Air aue 

longueur moindre que &. 

La fonction f(3, z') sera développable par la série de 

Taylor aux environs de chacun des systèmes de valeurs @;, 

a;, et le développement, étant convergent tant que |3—a;|, 

| z' Ur | sont FRE S ’appliquera tant que 3 et z z'rester ons sur 

lés'arcs aidiu, dia. 

En vertu des hypothèses Éates le Do développement 

suivant les puissances de z — a, z'— a! aura ses coefficients 

identiquement nuls. 
A Les points a,, a; seront à leur tour des limites de suites 
pat 

DIR COR 

aa, et aa, et qui, associés deux à deux, annuleront f(3, < ci 

de BOIRE Ft Zn 15 CLS, respectivement situés sur 

Donc le A développement suivant les puissances de 

3— @3, 3 — 4; Sera aussi identiquement nul. Continuant 

ainsi, On arrivera jusqu'aux points b, b', où l’on aura encore 

ONDES" 0; 

La condition exprimée dans l'énoncé du théorème sera 

évidemment satisfaite si l’on peut tracer à partir des points 

a, a deux arcs de courbe à, X (quelque petits qu'ils puissent 

être) tels que ASE z') s’annule pour tous les systèmes de va- 

leurs de z et z/ respectivement situés sur À et \/. 
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390. Nous dirons que deux éléments de fonction analy- 

tique S, S, dont les régions de convergence certaine sont 

respecuvement définies par les couples de cercles K, K’ayant 

pour centres à, a’ et K,, K° ayant pour centres &,, a, sont 

contigus, si : 1° K, empiète sur K, et K°, sur K'; 2°S et S, ont 

la même valeur pour tous les systèmes de valeurs de z, z' tels 

que 3 soit dans la région commune à K, et K, et 3’ dans la 

région commune à K' et K’. 

Cette condition sera évidemment remplie si l'égalité SZS, 

est satisfaite pour tous les systèmes de valeurs de z et z 

respectivement situés sur deux lignes À, # tracées dans l’in- 

térieur des régions ci-dessus. 

Si a, est intérieur à K et &° intérieur à K’, la fonction S 

pourra être développée par la série de Taylor suivant les 

puissances de z— a; et 3 — a, en une série convergente 

aux environs des points &,, a. Ce nouveau développements, 

sera un élément de fonction analytique contigu à S. 

391. Tout élément 

S— ZA,,(z —a)"(z— ai} 

peut servir de point de départ, comme il suit, à la définition 

d’une fonction analytique f(z, z'). 

Supposons que 3, z/, partant des valeurs initiales &, a’, 

varient simultanément, d'une manière continue, suivant une 

loi exprimée par les équations 

3—o(t) +id(s), 3 — pt) +idi(é). 

À chaque valeur + de 4 correspondront pour z et z deux 

valeurs associées € et €; ces deux variables décriront ainsi 

deux lignes L, L/ se terminant respectivement en des points 

associés b, '. 

Admettons qu'on puisse décomposer la ligne L en un 

nombre fini d’arcs partiels aa, ..., &idiys, ..: et déterminer 

une suite d'éléments correspondants S, ..., S;, ..., Jouis- 

sant des propriétés suivantes : 

% 
«. 

4 
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La région de convergence certaine de S; étant définie par 

les deux cercles K;, K;, l'arc a;a;,, sera contenu en enter 

dans l’intérieur de K;, et l’arc associé a;a;,, de la ligne L’ 

sera contenu dans lPintérieur de K’. 

La fonction f(z, z') que nous nous proposons de former 

sera définie pour chaque système de valeurs associées de z, z 

situées sur les arcs a;a;,,, a;a;,, par la relation 

SRE tete 

En utilisant successivement les divers développements 

S, ..., 95, ...,, la fonction se trouvera définie pour tous les 

systèmes de points associés situés sur L et L/, et en paru- 

culier pour le système des deux valeurs extrêmes b, b. 

On démontrera comme au n° 343 que la valeur trouvée ne 

dépend que de la loi de variation simultanée de 3, z/ et nul- 

lement du choix des points de division àa,, ..., a, 

des éléments S,,..., S:, ..…. 
Merel 

S'il est impossible de passer, comme on l’a supposé, des 

points initiaux @, a’ aux points b, b’ au moyen d’un nombre 

fini d'éléments S, ..., S;, ..., les couples de points associés 

«, a des lignes L, L’ qui pourront être atteints par ce pro- 

cédé seront séparés des suivants par un couple frontière 4, f;'; 

et nous dirons que ce système de valeurs 3 — 8, 3'— £' est 

critique. 

399. On peut établir, par une analyse identique à celle 

des n° 346 à 349, les propositions suivantes : 

Si, lorsque z et z’ se déplacent d’une manière quel- 

conque dans l’intérieur de contours fermés G et C, on 
ne rencontre aucun système de valeurs critiques; f(z, 3!) 

n'aura qu'une valeur en chaque point de ce domaine, et 

sera synectique. ; 

La fonction analytique f(z, z') déduite d’un élément, 

aux cercles de convergence K, K', admet au moins un 

système de valeurs critiques dans le domaine constitué 

par ces cercles (y compris les circonférences frontières). 
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La définition d’une fonclion monodrome dans le domaine 

formé par deux contours C, C sera la même qu’au n° 350. 

On verra aisément que pour ces fonctions un système de 

valeurs critiques restera toujours tel, quelle que soit la loi 

suivant laquelle z et z' se déplacent pour y parvenir. 

Enfin une fonction sera uniforme si elle est monodrome 

dans tout le plan. 

399. THéorkmE. — Soit 

S FRS DAT RSI C2 ] 

une série procédant suivant les puissances entières et po- 

Sitites de te are 

Posons 

et supposons : 1° que les séries ci-dessus admettent chacune 

un rayon de convergence; 2° que les termes constants 

RERO Pre à des séries en u, u', ... soient nuls. La 
00? 

fonction S, exprimée au moyen des nouvelles variables u, 

u',..., sera donnée par une série 

SC FEU EL AERER 

admettant un rayon de convergence. 

Substituons en effet dans S les valeurs de z, 3/, ..., eflec- 

tuons les mulüplications et groupons les termes affectés des 

mêmes puissances de &, u',.... Nous obüendrons pour S un 

développement de la forme demandée. 

Les opérations que nous indiquons seront licites et la 

série obtenue sera convergente si la série intermédiaire où 

tous les termes étaient encore séparés est absolument con- 

vergente. 

La somme s des modules des termes de celle-ci est égale à 

2 A ne C2 Pa ou EM OT NE 
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Il faut prouver que cette quantité restera finie tant que 

[u|, [u!|, ... ne surpasseront pas une quantité fixe À conve- 

nablement choisie. 

On peut déterminer, par hypothèse, des quantités M, R, 

Toltne--alelles que Lon ait 

M m 
PAPA Rr+rn+...? 7728 rit? ART 

Posons, pour abréger, 

DCE LL EU DU ten pe 

On aura 
pe pire M 

FM Dre Dee ceci 

I — — 1 .…. 

Cette quantité restera donc finie tant que +, v’, 

seront < R. 

Or on a 

p<mÿ 

1 
SIT D a pa es ll, 

[ul | u'| 
I— —— Il ———— ... 

é r 

ou, si tous les modules [w|, [w/{, ... sont À, et si Æ désigne 

le nombre des variables uw, u!, ..., 

TE ulu =. DÉS 
r+l+. Fa 

PM” — —1 |, 

or) 
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On trouvera de même pour À des valeurs au-dessous 

desquelles chacune des quantités v', ... sera <R. En pre- 

nant pour À le plus petit des nombres ainsi trouvés, la con- 

vergence sera assurée. 

300. Cas particuliers. — Si l’on prend pour S, au heu 

d’une série infinie, un des polynomes 3 + 3/, 3— 2", :z', on 

voit que l’addition, la soustraction ou la multiplication de 

séries ayant un rayon de convergence donne une série de 

méme nature. 

Si l’on prend pour S la série 

| ] 5 
RON PE —— hr 2 
oo... oo... di. 

on voit que l'inverse de la série 

) 77.2 GTS Cie 

est développable suivant les puissances entières et posiuves 

de uw, u',..., en une série admettant un rayon de conver- 

gence, pourvu que le terme constant &59... ne soit pas nul. 

301. Taéorime. — Sort S(u, z,, ..., 3») un élément de 

fonction analytique à n + 1 variables. Si l’équation 

SL 0,1 010 

a n racines nulles, l'équation 

SEULE REA) A0 

admettra, St 31, ..., 3h sont infiniment petits, n racines 

infiniment petites. 

Nous renverrons à plus tard la démonstration générale de 

celte proposition. Pour le moment nous nous bornerons à 

traiter le cas où a = 1. Dans ce cas particulier, l'énoncé pré- 

cédent peut être complété comme il suit : 

Taéorkme. — St l’équation S(u; o)—=0o a n racines 

À 

M TA en ee ne Ur on LP EU NEVER D SI NON ET 

cè CN 

Rom x 
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nulles, l'équation S(u, 3) — 0 admettra, pour 3 infini- 

ment petit, n racines infiniment petites. 

Chacune d’elles sera représentée, aux environs du 

point 3—0, par un développement convergent, de l« 

forme 
U=M:+Mst+..., 

où, U,,...sont des fractions posilives croissantes, telles 

que le plus petit commun multiple m de leurs dénomina- 

teurs soit Tn. 

Dans certains cas paruculiers, plusieurs de ces racines 

pourront être égales et seront représentées par le même dé- 

veloppement. D'autre part, il peut arriver que quelques-unes 

des séries U s’arrêtent après un nombre limité de termes [ou 

même se réduisent à zéro si S(u, z) contient « en facteur 

commun |. 

Pour établir cette proposition, nous supposerons provisoi- 

rement que les racines cherchées existent et admettent cha- 

cune un développement de la forme U; nous déterminerons 

les nombres M, u, M,, d,... par la méthode des coeffi- 

clients indéterminés, au moyen de l'équation 

SU E#0 

Nous verrons qu'il existe A développements U satisfaisant 

à cette condition: et nous montrerons qu'ils sont convergents 

aux environs de 3 — 0. 

302. Ordonnons S suivant les puissances croissantes de w; 

en remarquant que quelques-unes des puissances de « 

peuvent manquer dans cette série, nous pourrons écrire gé- 

néralement 

S CUS D, UP + Da Pr +. + oquut+R, 

R désignant l’ensemble des termes qui contiennent & à une 

puissance supérieure à A, et 4, Po, -.., © étant des séries 

de puissances entières de z. 

Ordonnons ces séries suivant les puissances croissantes 
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de 3; en vertu des hypothèses faites sur S, ©, commencera 

par un terme constant AP et si Len, oi commencera par un 

terme A;z%, où a; >> 0. 

Mettant ces termes en évidence, on aura 
M) 

S(u,3) —=(A,34+,. .)UP HE (As zu +. : .) UP: 

+...+(A,+...)ut+ R. 

Substtuons dans cette expression à la place de w le déve- 

loppement 

U—M=+Mst+.. —Mz:t+ o. 

Le résultat S(u, z) de la substitution sera une série de 
1 

puissances entières de 3". Pour qu'il soit identiquement nul, 

il faudra que les termes d’un même degré, et en particulier 

ceux du degré minimum, se détruisent. 1] faut donc : 1° qu'il 

y ail plusieurs termes de degré minimum; 2° que la somme 

de leurs coefficients soit nulle. 

363. Or il est clair que les termes de degré minimum ne 

peuvent se trouver que parmi les suivants : 

À: MB; z4+Bit, À, M: za +, ‘, A, M “Le eh D, 

Donc la suite des exposants 

(3) % + Pit Oo + Dept, ‘..) np. 

doit présenter plusieurs termes minima. 

Pour déterminer 1 par cette condition, remarquons que 

les entiers 5,, P2, ..., n vont en croissant. Si donc nous 

faisons varier y de o à, chacun des nombres de la suite (3) 

croitra plus rapidement que les précédents, et finira par les 

surpasser. 

Mais, pour y infiniment petit, nu sera évidemment le plus 

peut nombre de la suite. Si l’on fait croître 4, 1l arrivera un 

moment où 24 deviendra pour la première fois égal à un ou 

à plusieurs des nombres précédents. Supposons qu’on ait 

à cet instant 

CT En me ee TR T d (HIER PTS 

tn A : (LL < c ? 

FU 
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Si u continue à croître, l’exposant a;+ $;u, qui, à cet 

instant, n'est supérieur à aucun des suivants, et croît moins 

vile qu'eux, deviendra à son tour minimum, Jusqu'à ce qu'il 

atteigne un ou plusieurs des précédents. Soit à cet instant 

CRC DA Pi D Lee Di 0 MT URSS 

À parur de là, 47,+ zu deviendra à son tour minimum, et 

ainsi de suite, jusqu'à ce que 4, + 6, devienne, et reste 

définitivement minimum. 

Nous obtenons ainsi un certain nombre de valeurs de u, 

donnant chacune plusieurs exposants minima, Considérons 

l’une d’elles, par exemple celle qui est définie par les équa- 

uons (4). Elle sera rationnelle, car on a 

Xp — Ar Xp — Li 
=. GET INC ET 

et les quantités 4, $ sont des entiers. Soit d’ailleurs 1 — P 
q 

celte fracuon, réduite à sa plus simple expression : on aura 

B x — brvig; ….) B;— ÉTÉ 

, y étant des entiers. 

304. Les valeurs de M correspondant à cette valeur de ue 

s’obtuiennent en égalant à zéro la somme des coefficients des 

termes de degré minimum. On obtient ainsi l'équation 

o=4(M)=A,;MË+ Ag Mr +...+ A;M: 

= MPx( A; + Ar MYI—., + A;MY3). 

Le nombre des racines non nulles de cette équation est 

5; — 8x. Si donc on considère toutes les valeurs 

ci-dessus trouvées pour 1H avec les valeurs correspondantes 

de M, on trouve un nombre total de systèmes de valeurs 

égal à 

de (4, M) égal à 

CR BED Bai een br 

D'ailleurs l'équation S(u, 3) — 0, admettant uñ comme 
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facteur commun à son premier membre, a $, racines iden- 

tiquement nulles. Nous avons donc bien trouvé le premier 

terme du développement de chacune des autres racines. 

On remarquera toutefois que, l'équation 9(M) — 0 pou- 

vant présenter des racines multiples, plusieurs des systèmes 

de valeurs (u, M) peuvent être égaux. | 

Soient M une des racines non nulles de l'équation Y{M)—o, 

A, son ordre de multiplicité. Le premier membre de cette 

équation ne contenant (après suppression du facteur com- 

mun M4) que des puissances de M multiples de 9, elle 

admettra évidemment la racine 0M, 6 désignant une quel- 

conque des racines g°*"% de l'unité, et avec le même ordre 

de multiplicité. Le nombre total de ces racines sera donc au 

moins égal à n,g; d’où l’inégalité 

n,q Zbi— Px 
et, a fortiori, 

nigrn. 

365. Posons maintenant 

u—=(M+u,)z, BC, 

4, 3, étant de nouvelles variables : il viendra, en posant 

pour abréger a; + brise Le 

(5) S[M+ au )at, 2] = 28; (ui, 3), 

S, désignant un nouvel élément de fonction analytique qui, 

pour z = 0, se réduit à Ÿ(M + w,). Or l'équation 

V(M + u,) 10 
[l 

admet la racine w, = 0, avec le degré de multiplicité 2,. 

L'équation S,(4,, 3,) —0 admettra donc, pour 3 infiniment 

pelit, 2, racines infiniment petites; nous pourrons calculer 

la valeur principale de chacune d'elles, laquelle sera de la 

forme 
M, =", 1 

Bi% Si 7, est le nombre 
qi 

où ue est une fraction de la forme 
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des racines qui ont cette même valeur principale, on aura 

NiQi el, 

el, en posant 

Las 
= (M,+u)st—=(M,+u)z1, ler 

on aura une relation de la forme 

S [MH u)3%, 35) —= 38 Sue, 52) 

S;— 0 admettant, pour 3 infiniment petit, 7, racines infini- 

ment petites. 

Substituant la valeur ci-dessus de w, dans l'équation (5), 

et posant, pour abréger, 

! ! 

Ru, RES 
4 q 

il viendra 

S[Mzt+ (M, + u,)zl, 3] = 34 S, (us, 2). 

366. Poursuivant ainsi, on aura, en désignant par £ un 

entier aussi grand qu'on veut, 

SEM Ms, + (Miitu;)sln,s]= 3iS;(u;, gi), 

He, Li, .«.., U_, étant une série de fractions de dénomina- 
1 

teurs q, QQus ++. Qi. .Qi1, Zi étant égal à ETTTEN TER et S; 

une série de puissances telle que, pour 3 =o, l'équation 

S;— o admette n; racines nulles. Enfin, on aura -la suite 

d'inégalités 

nqLn, URL EU TE SL TES LT 

et, a fortiort, 
(20 FAAER D RENTE LP 

Les entiers positifs n, ni, n:, «.. forment une suite non 

croissante qu'on peut prolonger indéfiniment. Comme ils ne 

peuvent s’abaisser au-dessous de 1, 1l arrivera nécessaire- 
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ment un moment où ils cesseront de décroître; à parur du 

même instant, les g deviendront égaux à l’unité. 

On aura donc, pour toutes les valeurs de z qui surpassent 

un nombre fini, 
1 

Ni =); D EE me TU 

y et n étant des entiers constants, au plus égaux à »; et 1, 
: I 

Ua, -.., M, Seront des multiples de —. 
| * l nm 

367. Deux cas seront à distinguer ici : 

PSI —uierdlasérre 
1 

SUR Sue sn) 

4 s’annule pour w;—0, 3 —0, mais sa dérivée partielle 9 
Uÿ 

n'est pas nulle. L’équation 

( ) SAUT 0 

définit donc aux environs de 3 — o une fonction synectique 
1 

de z”, développable suivant les puissances de cette quan- 

tüité. Substituant ce développement à la place de w; dans 

l'expression 

u=Mzt+Mist+.. + (Mi, + u;)zli, 

on aura un développement Ü qui satisfait à l'équation 

DUUASNE= 0 

2° Sivy > 1,le second membre de l'équation 

(6) S(u,3) =S[Mst+... + (M; + u,) sin, 3] — Sn cn) 

contiendra un terme de la forme 36, $ étant une con- 

stante. Mais, au premier membre, w; ne figure que muluplié 

par 4ki-; on aura donc nécessairement 

À; = VHi-1 L 
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Cela posé, soit o un entier quelconque <Z y. Prenons 

la sème dérivée par rapport à w de l’équation (6); 1l viendra 

OP 

È 

’ 2 AS OP 

Cette équation montre qu’en partant de la série Se S(U, z) 

on obtiendrait un développement qui coïncide dans ses à pre- 

miers termes Mzt+...+M; ,zbi: avec celui déduit de 

S(u, z). Le nombre £ étant quelconque, la coïncidence sera 
complète. 

Ce développement est convergent; car, si l’on pose en 

particulier p—y—1, la fonction - s’annulera pour 
ÿY—1 du Le 

Ui—0, Z—0, mais non sa dérivée partielle =. L’équa- 
UE ou} 
v—1S. 

ton ne — © définira donc une fonction w; synectique 
re 

1 

en z” et dont le développement est convergent. 

Le développement Ü = Mzv+ M,z3t-+... ainsi obtenu, 

substitué dans les équations 

AU A 0, 

DÉS (LENS 

duê EME 

y satisfait identiquement. En effet, le résultat de la substitu- 

on de U dans l’un des premiers membres sera une série 

convergente procédant suivant les puissances entières et po- 
1 

sitives de 3”; mais cette série contient en facteur commun 3 

avec une puissance au moins égale à 

À — ph 5 (V — p)bi-1, 

et cela quel que soit z. Or les quantités &,, po, ... sont 

J..—°7 23 
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CRUE 74 VE 
des muluples de _ dont chacun est plus grand que le précé- 

dent. Donc u;_, croît indéfiniment avec #. Toutes les puis- 
il 

sances de z”, quel que soit leur degré, disparaîtront donc de 

la série, qui devra se réduire identiquement à zéro. 

368. Soit U un des développements dont l’existence vient 

d’être établie, et qui satisfont à S(w, 3) — 0. Posons 

u—=U+v; 
1 

S(U ++, z) sera une série de puissances entières de 3” et 
de », qui s’annule pour #— 0 et qui, par suite, contient v en 

facteur. Donc, en remettant pour 6 sa valeur u — U, et 
1 

remarquant que Ü est une série de puissances de z”', il 

viendra 

SARL U)T(x, 2), 

T désignant une nouvelle série de puissances. 

Si v est =>1, on sait en outre que U doit satisfaire aux 

équalions 

08 21S 
Ps TRE: Le Le 

1 
OS ’ = A = 

5 Se réduit à T\U, z”/. Donc T, s’annu- 

lant pour # — U, pourra être mis sous la forme 

Or, pour u = U 

(u — U)T, (x, cm), 

T, désignant une autre série de puissances. On aura donc 

SU, E)=(u— UXT,(u, #7). 

o] 

: ‘ 0 : ; 
L’équation et montre de même que T, contient u — U 

en facteur et ainsi de suite : donc S(u, z) pourra se mettre 
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sous la forme 
1 

(7) ue a CH CUP Tor enl 
1 

Si M1, 3 admet m racines miss distinctes; 2” dé- 

signant l’une d'elles, elles auront pour forme générale 
DTA 

nt gm e , Où 7 prend les valeurs o, 1, ..., m—1. En sub- 

suiluant successivement ces racines dans U, on obtiendra 

une suite de développements U,, ..., U»_, tous différents 

les uns des autres. Cela posé, changeons dans l’identité (5) 
1 2Té 1 

s'"ene”" g”. Le premier membre restant inaltéré, il viendra 

ami 1 
S (u, 3) == (u es UT, e” gn). 

Donc 

(8) Qu — UT, 2%) = (u — U,T(a, om), 

Le second membre s’annulant pour uw = U,, il en est de 

même du premier; mais ÜU,;— U n'est pas nul. Donc 
/ 1 

T\w. ;ñ) s’'annule pour uw = UÜ,, et pourra être mis sous la 
1 

forme (u—U,)7T, qe a). 

Substituant cette valeur de T dans l'identité (8) et suppri- 

mant le facteur &# — Ü, commun aux deux membres, on voit 

que, si y >1, T, s’annulera encore pour w — U, et pourra 

être mis sous la forme (uw — U,)T,. Continuant ainsi, on 

voit que S(u, z) peut être mis sous la forme 
\ 

(u— U)'(u — U,O(u, sr). 

Par une suite de raisonnements semblables, on voil que 

S(u, z) peut être mis sous la forme 

S(u,s)=(a—U)'(u—U,)"...(u—U,, ,)"®, 

1 

étant une nouvelle série de puissances deu et 7 00 ail 
1 DIT 

leurs, en remplaçant 3” par une autre détermination e * 7” 
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du même radical, S(u, z) ne change pas, et les facteurs 

u— UÙ, u — U,, ... se permutent entre eux. Donc 

(u—U)...(u— U»_,) d’une part, et ® d'autre part, ne 
3 

contiendront que des puissances de 3” dont l’ordre est mul- 

uple de m; ce seront donc des séries de puissances entières 

de uw et de 3. 

Nous dirons que les développements U, U,,..., Uh»_:, qui 

se déduisent l’un de l’autre en changeant la détermination 
Le 

du radical 3”, forment un cycle de racines de l’équation 

D (2) 0: Ces racines se permutent circulairement les 
unes dans les autres si 3 décrit un contour fermé autour de 

l’origine. Le nombre y sera l’ordre de multiplicité des ra- 

cines du cycle. 
Si n> my, il y aura d’autres racines. Soient U’ l’une 

d'elles, m', y les nombres analogues à m, y qui lui cor- 

respondent. Un raisonnement tout semblable au précédent 

montre que ® peut se mettre sous la forme 

Cu ON UE AUS DAULEZ 

Continuant ainsi, on mettra finalement S(u, 3) sous la forme 

S(u, 3 )-— [( LE U) RE 0 

[çu— U')...(u— U,,)l".. (u, 2), 

W désignant une nouvelle série, qui ne s’annule pas pour 

HEAD z "0. 

369. Soit w une fonction de 3 définie par l’équation 

ZLur+Ziut-t+,,.+72,—=o, 

les Z étant des séries de puissances entières et posiuves de z 

convergentes aux environs du point 3 — 0. Les ñn racines de 

cette équation seront représentées aux environs de ce point 

par des séries convergentes, procédant chacune suivant les 
l 

puissances entières et croissantes de 3”, mn étant un entier 

Zn. Toutelois, si les z premiers coefficients. Z,, ..., Z;., 

% à “ec È re di d " di _ 

RS OT OT D LOS 

UF TT TR 

. 
| 

F 
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contiennent 3 en facteur, £ de ces développements contien- 

dront au début des puissances négatives. 

En effet, en posant 3 — 0, on aura, pour déterminer les 

valeurs correspondantes de w, une équation de degré n — £. 

Soient a l’une de ses racines, « son ordre de multiplicité. 

Posons u = a + u,. équation transformée en uw, aura, pour 

3 = 0, à racines nulles, et d’après l'analyse précédente, pour 

3 infiniment petit, à racines infiniment petites, dont chacune 

sera développable suivant les puissances positives et crois- 
1 

santes de 3”, m étant zo. 

Pour développer les £ autres racines, qui cessent d’exister 
7 

pour 3 = 0, posons # — ———; = étant la plus haute puissance 
Z& \ 

de z qui divise Z,. L’équation transformée 

3-\Zçu®+ sZiur + z\ 27, LR A Q 

aura A racines nulles pour 3 = 0, et pour 3 infiniment petit 

n racines infiniment petites, développables suivant les puis- 
1 

sances entières et positives de 3”. En les divisant par zX*1, 

on aura les valeurs correspondantes de w; ceux de ces 

n développements qui commencent par des exposants néga- 

tifs donneront les racines cherchées. 

3170. Tous les raisonnements ci-dessus subsistent si les 

coefficients Z ne sont plus des séries infinies, mais des poly- 

nomes en 3. Dans ce cas, uw sera une fonction algébrique 

de z. 

Si d’ailleurs on pose z—a<+3,, a désignant une con- 

I ; sa 
stante, ou 3 — —, «w sera une fonction algébrique de z,. Les 

31 

racines de l'équation en «x seront donc développables suivant 

les puissances croissantes (en général fractionnaires) de 
I 

2 —_4oude 
4 
LS 

311. La théorie précédente est susceptible de nombreuses 
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applications. Nous nous bornerons pour le moment à la sui- 

VArTiLé 

1° Socent 

f(2,7)=My"+ M y" +... = 0, 

PC Y) =Nyt + Ni + 0 
deux équations algébriques. On demande de former 

l’équation finale en x résultant de l’élimination de y 

entre ces équations. 

Soient Y1, Yes *.., Ymles valeurs de y en x, déduites de 

la première équation, n1, ..., nx les valeurs déduites de la 

seconde. La variable x, devant évidemment être choisie de 

telle sorte que l’une des valeurs y,, Y2, ..., Ym Soit égale à 

l’une des valeurs n4, ..., 1», satisfera à l'équation 

(9) (Va) (Van) (Ya M) en) fn  n:072 04) 0 

Or on a d’une part 

N(Ya — nm)... (Ya — nn) = 02, M )=NY +N,yt+..., 

N(Ym — N1). . (Mr Nn) — O(T, Yn) = NyE + N,ya + ele 

et d'autre part 

M(yi— n:) (y: — 7m): ..(Ym—N1) 

= (—1)# fe, nm) =(—1) "(Mn + Min +...), 

MU Nn) (are & (Vnn) 

= (— 1) fe, nn) = 1) "(Mn Min +...) 

L’équation (9) pourra donc se mettre sous les deux formes 

suivantes : 
1 

NEA AGAPALE .. O(X, Yrn) — O, 

(— LE 

M TE A UE . NA "2:) 0, 

Multipliant par NM pour chasser les dénominateurs, il 
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viendra 

(ro) o = M'o(x, yi)...p(t, Yan) =D) PEN (2, ni) fs nn) 

On voit, par cette double forme donnée au premier membre 

de l’équation finale (10), que son premier membre est une 

fonction entuère, d’une part par rapport aux coefficients N, 

N,,...de la fonction », d’autre part par rapport aux coeffi- 

cients M, M,,... de la foncuon f. C’est donc un polynome 

entier en «c. | 

Pour obtenir sous forme explicite le premier membre de 

cette équation, 1l suffira de calculer son développement sui- 

vant les puissances descendantes de x, par les règles qui ont 

été exposées. Pour cela, on calculera d’abord les développe- 

ments des racines 91, ..., Ym; puis ceux des fonctions 

éntiéresMe or, 9)... v0(%; Yr), et enfin célur de leur 

produit. mie d’ailleurs on sait d'avance que ce produit 

est un polynome entier en +, on arrêtera le développement 

aux termes de degré zéro. 

Ce procédé de formation de l’équation finale serait assez 

compliqué, mais 1} permet de reconnaître facilement son 

degré. Il suffira pour cela de calculer le premier terme de 

l'équation. 

On peut reconnaître, par un procédé analogue, si l’équa- 

üon finale a une racine nulle, et assigner son degré de mul- 

uplicité. Il faudra pour cela chercher le premier terme du 

développement de son premier membre suivant les puissances 

croissantes de x. 

VI. — Applications. 

312. NOUVEAUX DÉVELOPPEMENTS DES FONCTIONS TRIGONO- 

MÉTRIQUES. — Nous avons trouvé (245), m désignant un 

entier impair, la formule 
Te] T Z 

Dre 

Sin He =E//1 AS = AuÉ 
ie 
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Cherchons quelle est la limite de cette expression, lorsque 

m croît indéfiniment. 
î TTC Z Ne: 

Le premier facteur m sin — tend évidemment vers +3, 
nt 

Soit 1 — ———— un des autres facteurs; nous supposerons 

d’abord PZ z k, k étant un entier arbitraire que nous fixerons 

ultérieurement. 

TS 2 PT 
Les quantités sin? — et sin? =— sont des infiniment petits 

m m 
T° a 29 =° p?r° 

dont les valeurs principales sont = et —; leur rapport 
Im? nm? 

2 

tend donc vers —+ Le produit des £ + 1 premiers facteurs 
P° 

du second membre tendra donc vers ao | 

3? 32 g? 4 (22-05) | 
| 

Nous allons voir que, en prenant # assez grand. le produit 

des facteurs suivants différera de l'unité aussi peu qu’on | 

voudra. 

Considérons, en effet, un de ces facteurs, où p soit >, 

| : m —1 RER CARAITS 
Sans POUVOIT SUTPasser ———+ La quantité sin? — sera de la 

> mn 

22 
L 

forme Pen + =), « étant infiniment petit. D'autre part, on 

a, par la formule de Maclaurin, 
T 

. cosg ÊT 
PT PT PT m 

GS] Re RE 
m m m 12 

PT 
6 étant compris entre o et r. D'ailleurs, == est compris entre ; P 

mn 

0 st à —. Donc 
2 

… (D 
o=cos@/T=1; 

= m 
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d’où 

SIN —.— 
m nm 

, % T° 

À}, étant compris entre 1 et 1 — NE 

On aura, par suite, 

nie 
(LES REX z(1+e) B, 

Ro es LS ne 1— —;, 

nee Eur F 
m 

B, ayant son module compris entre des limites fixes (en sup- 

posant que 3 soit fixe, ou tout au moins renfermé dans un 

domaine borné). 

Or on à vu qu'un produit infini, dont le facteur général 

est de la forme ci-dessus, est absolument convergent (324). 

Donc le produit d’un nombre quelconque de facteurs consé- 

cutifs 

| 12 pee | l ÆA4A rs.) ….. 

(k£ +1) (K+2) 

sera aussi voisin qu'on voudra de l’unité, si £ est assez grand. 

I 

On aura donc 
2 

jé) inre=reli— Xi. 
\ 

K tendant vers 1 à mesure que Æ augmente. En le faisant 

tendre vers , on aura à la limite 

co 

2e? ) 
(1) 

13402 identiquement 

I, 

on pourrait donc être tenté d'écrire 

sinrs = rs | : Sue je D 
n 
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le produit s'étendant à toutes les valeurs positives et néga- 

uves de l’entier n. Mais le produit ainsi obtenu ne serait plus 

absolument convergent. 

On peut remédier à cet inconvénient en posant 

22 Fe f- VAR 
PR ee) CARTE CRE 

Jia /è re 

d’où 

| z\ —{ 
(2) sinrz =": ] [(:+5£)< 2 

n 

Ce nouveau produit est absolument convergent. On a, en 

eflet, pour le logarithme du terme général, 

6, tendant vers — pour » infini; et la série qui à pour 

terme général ——- est absolument convergente pour toute 

valeur de 3; elle le sera même uniformément dans tout 

domaine borné. 

314. Posons 3 — + dans la tormule (1), il viendra 

17 > I Ar 
=; [1] Dre 

1 

AIS nes 

formule découverte par Wallis. 

Mrou 

319. Pour obtenir l’expression de cosxz par un produit 

infini, le plus simple est de partir de la formule 

2 Z 
; LE à I+ — je 
SNETEE \ 1 UE 

COST —— — 
2 SINTZ PR ere) 

25 | À 1+—-})e ” 
n 
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Supprimant les facteurs communs, qui correspondent aux 

valeurs paires données à nr dans le numérateur, il vient 

23 
Le] 

de — 
(3) cosrs = | | 1+ ——}e ?2r+1, 

2 +1 
— co 

À chaque valeur négative »' de l’indice de sommation 

correspond une autre valeur 2, positive ou nulle, telle qu'on 

ait R KT 
! == 2N +HI——(2n +1). 

Faisant le produit des deux facteurs associés correspondant 

à ces deux valeurs n et n’, 1l vient 

hs? 
COST 3 — I— -———— |: 

| ee) 

316. Prenons la dérivée logarithmique de la formule (2 ); 

il viendra 

l I I COUR D à 
(4) 5 Pia Es Ca À =) 

\ 

la somme s'étendant à toutes les valeurs entières de n, zéro 

excepté. 

Développons chaque terme suivant les puissances crois- 

santes de 3; il viendra 

TACOUTMTE— 

| 
ù | — CR 

| | Ë DA 4e à ere: | LA D CHEN À, | 

LA: M 

| CU A | ï 
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| ‘ ue ? Maw on a, d'autre part, 

COST Z _eiTz + e—iTz 
COUT = TT — = TI 

Sin T 3 eirz — e—iTz 

j 27/3 e?iTi TJ 

ZOO NN CENT 

23) 23)" [1 8, ET PURE +.….| 
122 Mia le nul 

B,, B:, ... désignant les nombres bernoulliens (269). 

Egalant les coefficients des mêmes puissances de 3 dans 

ces développements, il viendra 

2m—1 —2 22m 17 m I 

pe Ex x F- 21 

PO 7 1-7 

311. On peut mettre aisément en évidence sur les for- 

mules qui précèdent la périodicité des fonctions trigonomé- 

triques. 

Considérons par exemple le développement (4) de cotxs. 

Ajoutons ensemble les termes qui correspondent à deux 

valeurs égales et contraires de n; 1l viendra 

I 1 I 

R'COLT SEE > 
Z 3 + nn Zz— nn 

j 

N A 

I à I I 
lim 

GAS NES 3+n 3—n 

Changeons 3 en 3 +1. La somme précédente se repro- 



SÉRIES, 365 

duira, accrue de la quantité 

I I 

PRET ANN UE ENS 

qui tend vers zéro pour N = «. Donc cotzrz a la période 1e 

318. Pour le sinus, nous aurons 

sintz— Ts lim RE Un ASE 
N=— © nm nn 

1 

1 YNz 
= r lim [T0 0 

S1 l’on change & en z +1, ce dernier produit se reproduira 
s+i+N 

3 — N 
tend vers wo. Donc 

multiplié par » facteur qui tend vers — 1 quand N 

SIN T(3 +1) ——SINnTs, 

el sinrz admet 2 pour période. 

319. SÉRIE HYPERGÉOMÉTRIQUE. — Considérons la série 

hypergéométrique 

OT) rt Pat. 

a(aæ+1)...(at+ nr —1)8(B +1). (P+rn—1),, 

CR NO (EPA MO MCE ROUEN TS 

Cette expression est symétrique en « et £. Elle se réduira 

à un polynome enter si à ou $ est entier et négatif; car tous 

ses termes, à partir d'un certain rang, s'annuleront. Elle n'a 

d’ailleurs aucun sens si y est entier et négatif, car ses 

termes deviendraient infinis à partir d’un certain rang. 

Excluons donc le cas où l’un des paramètres &, $, y serait 

entier et négatf; nous obtiendrons une série infinie dont 

nous allons étudier tout d’abord la convergence. 

EE 
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Soit w, le terme général; on aura 

Une EE NC) TE) T 

PRE ANRT a DE 

à ; I ; MEN | 
expression qui tend vers — quand n augmente indéfiniment. 

x 

La série sera donc absolument convergente si [æ|<1. 

Soit enfin [x|[—1. Admettons, pour plus de généralité OF P O 1 

que «, fi, y soient complexes, et posons «= «+ «1, 

B—=$R+68":,, y—=7y +Yyr On aura 

uns | | (rm) SENr) 
Un+1 FE 

M'ACETIETS Tes p'y+ PB] 
vx REA) ARE 

Vont+o(x+B')ni+... 

={/i+2+ ol +... 

= 1+( G+y—a—p)= 

La série des modules sera donc convergente, et la série 1 

F(«, 6, y, x) absolument convergente, si ÿ —aæ —f$>0o. 

Au contraire, si ÿ—zx—f$/Zo, la série des modules sera 

divergente. 

380. On peut former aisément une équation différentielle 

à laquelle satisfasse la série F(x, 6, y, x). En effet, consi- 

dérons l’expression 

D—AF+BzxEF' + Cr F'+ DF'+EzxzFE", 

où À, B, CG, D, E sont des constantes arbitraires. Le terme 

en x” aura pour coefficient 

jo +na)+Bn(y+n) CE | 

+D(a+n)(B+n)+<En(a+n)(B+n) 

ME 
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en posant, pour abréger, 

RER EME Sr AE nn PO et amet ETS 

DRE ET) CE TE) y+n 

La quantité qui muluplie g est un polynome en » du troi- 

sième degré, et l’on pourra évidemment disposer des rapports 

des cinq constantes À, B, C, D, E, de manière à annuler 

ses quatre coefficients; on aura alors identiquement 

D — o. 

On trouvera ainsi 

RO EE RE PRES Et) nl a Ê F0; 

381. En faisant varier les paramètres #, $, y de la série F, 

on obtiendra une infinité de fonctions distinctes. Deux de 

ces fonctions seront dites contiguës si deux de leurs para- 

mètres ont la même valeur, leurs troisièmes paramètres dif- 

férant d’une umité. 

Taéorëme. — La fonction F et deux quelconques de 

ses contiguës sont liées par une équation linéaire ayant 

pour coefficients des polynomes du premier degré en x. 

La fonction F ayant six contiguës différentes, on aura ainsi 

6.9 
— 1) équations différentes. Nous allons indiquer com 

D) 

ment on peut les établir. 

Considérons, par exemple, les trois fonctions 

Bic 6 mo) E(arp;y=r, x); Eos P, y Er, à), 

que nous représenterons, pour abréger, par 

PEN t PE 

Soit N le coefficient de x” dans F; formons son coefficient 

dans les fonctions F, xF,F_,,2F_,,F,,æxF,. On trouvera 
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immédiatement les valeurs suivantes : 

Pour" N 

PRET LION LEEEE) 

PRE DÉS NT 

F NV Enleedl 
Yi 

ER Se NE RENTE) 

ee y—1 (a+n—1)(6+n—:1) 

RARES ? 
HU 

“: y n(y +7) 
. 1 s ve 6 le REP CR 1e 

On en déduit immédiatement que le coefficient de x” dans 

l'expression 

(A+Bx)F+(C+Dz)F ,;+EzxrF, 

N 

(a+n—1)(B+n—1) 

uon entière du troisième degré en n. On pourra déterminer 

sera égal au produit de par une fonc- 

les rapports des constantes À, B, GC, D, E de manière à 

annuler cette fonction. On trouvera ainsi 

() Yly—1—(27—a —-6—1)x]F— y —-n(G—x)E, 

À Fey) DERGPERSE 0; 

Les quatorze autres équations peuvent s’obtenir par un 

procédé identique. On simplifiera les calculs, soit en per- 

mutant les paramètres & et Ê par rapport auxquels F est 

symétrique, soit en profitant des équations déjà trouvées 

pour en obtenir d’autres, par l'élimination d’une des fonc- 

uons qui y figurent. 

Trois fonctions 

Hibe 5, Ÿ> LANTA ES BR Y æ), ECS, 55 ve æ), 

dont les paramètres diffèrent de nombres entiers, sont liées 
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par une équation linéaire, dont les coefficients sont des 

polynomes en æ. En effet, ces trois fonctions se rattachent 

les unes aux autres par une suite de fonctions contiguës. 

Formant les relations qui existent entre ces fonctions, et 

éliminant les fonctions intermédiaires, on obtiendra l’équa- 

uon cherchée. 

382. Il est intéressant de déterminer la valeur de la fonc- 

uon Fa, $, y, x) pour x = 1, lorsque cette série est con- 

vergente. 

Posons + — 1 dans l’équation (7); 1l viendra 

prb) Etc, B, VÉL) AVEC) (CNE Cor, BY) 0; 

d’où 

Ho D) MA Die D HE 

Eta)B, =" 17r) y(y7 —a— 6) 

Changeant, dans cette équation, YenY+1,y+2,...,ÿ+n—1 

et multiphant ensemble les équations obtenues, il viendra 

(x B, Ÿ) 1) 

BOB, PEUT) 

ON een are PA ae arms à PART B)...(y—B+n—:r) 
HORRÉRRER EENTEL) (y—a—$)...(y—x—Pf+#n—1) 

+ Hz, y)Il(z, y — à — 6) : 

en posant, comme au n° 329, 

AE SR RP ATEN LENS 

Faisons tendre n vers ©; F(a, $, y+ 7, 1) tendra évi- 

 demment vers l’unité; on aura donc, en posant encore 

(9) ML NORA EAN 

PO EL Amara ed) 
F(a; 6; y; 1) = ATEN A NET 
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383. Fonction T, — La fonction l(z), définie par les 

équations (8) et (9), jouit de propriétés nombreuses et 1m- 

portantes. Nous allons en établir quelques-unes. 

On a évidemment 

I(n,z+1) — 
zepon 

d’où, en posant n = «, 

(10) F(z+1)=23T(:) 

et par suite, À étant un entier positif quelconque, 

T(z+k)=323(3+1)...(2+4k—71) Lx). 

On a d’ailleurs, identiquement, 

HE ES 
d’où 

LD 
et, par suite, 

LATE SET 08 Same D PU 

384. On a, en second lieu, 

I(n,23)I(n, — z) —=— [1:22 0° 

SE | 

et, à la limite, 

T(z)(— 2) 

On en déduit 

(11) F(z)T(G—z3)=—2T(2) T(— 3) — 

Posons, en particulier, 2 = +; il viendra 

jNo ne 
r( Lie T;, 

d’où 

LÉEN 

er 

nt 

PT 

ne cmt ie en) don d Ge 
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389. Formons encore le produit 

mrslItns) il, 3 + 2). U(n,< + &=) 
m m 

(mn, ms) 

On vérifie aisément qu'il a pour valeur 

m1 

NPA (n—1i)|"n F2 Eh 

1.2...(mn —1) “ER 

quantité indépendante de 3. 

On aura donc, en posant n — «, 

I Me mms L(2) (2 _ +} T( ns _. 
RE EC 

l(m3) 

C désignant une constante indépendante de 2. 
À ] Ë 

Pour la déterminer, posons 3 = —: Il viendra 
m 

I M —1 ar(2)..r(t) ce 
m LES 

Multiplions cette équation par elle-même, en renversant 

l'ordre des termes du premier membre. Il viendra, en tenant 

compte de l'équation (11), 

T T 
m°? RSS RER LA EURE RL SUR) DEN 

DATA DEA . (Mm—iI)T 
ee SI SIN —— 

m m m 

Or on a 

2m —1 m — 1 
2K Ti 2KTi 2kTi 2(m+A) Ti 

ami T](c-e")=I] te) 0e 2m ) 

0 0 

2T 2(Mm —1)X 
(LU) (asc eti)eat-so MED LT 

21m 2m 

Posons x = 1+ h, et égalons les termes du premier degré 
en À dans les deux membres; il viendra 

OUT | . (Mm—1)r |? 
DIN ES D SD ee Ml ein ee ele 

( 2m 2m 
/ 
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Posant x — — 1 + h, on trouverait de même 

a | Ti (m—1)r |? 
2m—2([2cos —}|...| 2 cos -—— |. 

2m 2m 

Multiphions ces deux égalités et extrayons la racine carrée ; 

il viendra 
Durs CLEA T 

= RESINn RE AU sr 
m m 

el, par suite, 
m — 1 1 

C—(27) ? m. 

VII. — Fractions continues. 

386. Soit À une quantité réelle et positive quelconque; 

on pourra évidemment poser 
| : de 

ACT A 0 1V ? 

&o étant un entier, et À, une quantité > 1. 

On pourra poser de même 
(l 

Ai dai+ —; 1 1 À, 

a; étant un entier au moins égal à 1, et À, une quantité > 1. 

Continuant ainsi, on obtiendra pour À un développement 

en fraction continue, tel que 

J 

Aie 

8 po 
I 

A+. 

Ce développement sera évidemment limité si À est com- 

mensurable, illimité dans le cas contraire. 

On nomme réduites de la fraction continue les fractions 

RER F7 1 __dodi+i 
= —; = A+ — = ————); 
Q J Qi di 4; 

E> I Adi A2 + A2 + do 
RL RE 
Q: I Adi 

A+ — 
A 
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387. THéorëME. — On a généralement. | 

1% — ln P;7 ÊtE Pr 

e ) l (0 Pr An O2 ae Que 

Cette formule est vérifiée pour n — 2 par les valeurs ci- 

dessus de P, et de Q:. Nous allons d’ailleurs montrer que, si 

elle est vraie pour un nombre n, elle le sera pour nr +1. 

/ B k 14 
2 se déduit de = par le changement de’ a, 
où 0e 

+ On aura donc 

En effet 

en An + 
dn+1 

, I | | 
: —— |P,- Per 

rer 2 RES Zn+1 han 

ON 
Zn EE QE #% Ce 

ue Zn+1 (as v: Res GS Le Le dn+1 ha a Et M 

Zn+1 (An ea mr Ga) Che oO Zn+1 OZ A: 0 

I 

Zn+1 

On voit par les formules (1) que les quantités Q, croissent 

au delà de toute limite quand nr augmente. En effet, a, 

étant au moins égal à 1, on aura 

Q-0,120,-:-0;2-20;:+0;::=20, 2. 

On déduit encore des formules (1) la relation 

p> (0 PE Du Le or? ve Ten ( po ou NT e Le OO, ), 

et, comme P,Q;,— P,Q,=—=1, on aura 

(2) RO EE RO CETTE 

On voit par là que P, et Q, n’ont aucun diviseur commun. 

Les réduites sont donc des fractions irréductibles. 

On a enfin 

(0) Fee TO PP 
OP Ce D 

Q> es. 1 AB. Er Ah: os ù Q 

ÉRA E Rte 
388. Les quantités convergent vers À. En effet, si dans 

Q 
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l'identité (3), qui peut s’écrire ainsi 

DE PS (— ARR 
— — A ——————— 

Q, LE RE + 0 (4h 0 Me C2) 

H= , Là 2 » 

on change a, en An + NO) étant évidemment changé 
< | n+1 Qh 

en À, 1l viendra 

P de ef n—1 
(4) A ne n—1 — ( ) 

Qi Qui fou+ po) 

Les quantités Q croissant indéfiniment quand r augmente, 

étant cette différence décroîtra indéfiniment. D'ailleurs, à 
n+1 

compris entre o et 1, cette différence sera comprise entre les 

deux limites suivantes : 

(— 1)#—1 (—1)71 

O2 810 8 MIO TO RO ON 

Changeant n en n + 1, on trouvera de même que A Te 
n 

est compris entre 

(—=71)7 : (— 1) 

ER e . 

Q7 Os CO cn CS 

Ces deux quantités sont de signe contraire aux précédentes 

et moindres en valeur absolue; car on a 

on QE Qu+15 Qr+ 02 

Er BEA > Peu ( BE L. DRE E 

Donc À est compris entre deux réduites consécutives 

quelconques et plus rapproché de la dernière. 

d’où 

309. Une réduite quelconque — est plus rapprochée P;, 

Qu 
1 

de À qu’une fraction quelconque = dont le dénominateur 
Q 

est moindre que Q,. 
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Ee è 

Q Q; 
PAR 

tombera nécessairement entre LE 7. On aura donc 
De O, 

ja tree Pr PE 

Q QE 2e Q> (BERS 

He as 
Mais PQ;_,—P;,_,Q est un entier qui ne peut s’annuler; 

car on aurait 

Supposons, en effet, que — soit plus voisin de À que 

© TD 

OS Où 

5 + SE 
PEER. 

Q é Qui 

: s 4 Êe 
et cette fraction est moins approchée de A que cp On aura 

2 

donc 
| BOSS DE Pese 

et l'inégalité ne pourra avoir lieu que si 

Q>Q,, 

contrairement à l'hypothèse faite. 

390. Considérons maintenant une fonction A dévelop- 

pable en série suivant les puissances entières et décrois- 

santes d’une variable x. On pourra poser 

(0,4 œ 
NET RENE 0e 

VA TL” 

as désignant un polynome en #, et&,, 4», ... des constantes. 

Posons 

æ 2 Æ ne 

Si 4, est le premier coefficient qui ne s’annule pas, À, de- 

viendra infini d'ordre u, avec +. En le développant suivant 
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les puissances décroissantes de x, il viendra donc 

BP 
A Ge EC Re 

æ x? 

a, étant un polynome de degré pu. 

Posons de même 

B; B I LP te ae 
TL 2 ANSE 

on en déduira 

À Go + AE 7 A RUPR 
x x 

a; étant un polynome en + du premier degré au moins. 

Continuant ainsi, on obtiendra un développement 

L 
À = ao + 

Er 
Teen 

4 

[ 

limité si À est une fraction rationnelle, illimité dans le cas 

contraire ; &i, A», ... étant des polynomes dont les degrés 

en æ, que nous désignerons par Lu, Le, ..., SOnt au moins 

égaux à l'unité. 

391. Considérons les réduites 

P, 4 1 ! dos I P; L 
— = —;) — = + — = ———, = Ag + ——————; .. 

Qo 1 Q: ds a; Q I : 
dr 

UE 

1 

Les relations (1) subsisteront avec toutes leurs consé- 

quences. 

On en déduit tout d’abord que le degré y, du polynome Q, 

est égal à pu ++ ...+ un. 
La relation (2) montre ensuite que la fraction algé- 

: 14 MAS : 
brique — est irréductible. 

nm 

On voit enfin, par la relation (4), que la différence 

Ave n—1 est d'ordre NME VIDA rapport ALL Car (7e 
Qx 
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re Es Nu 
est d'ordre v,_1,etQ,+ — Q,_, est évidemment d'ordre y», 

AA Ex 
comme son premier terme (,. 

) HO 
Déaleur 0" tdonc, l'ordre dei 2teers 

oe, 

A LT 2 Vn_1 . 

392. Nous allons démontrer que, réciproquement, toute 

fraction Fe telle que la différence À — D soit d'ordre <— 2 y, 
Q Q 

y étant le degré du dénominateur Q, est nécessairement 

égale à l’une des réduites précédentes. 

En effet, considérons la série des nombres v,, vs, ...;: 

soit y,_, le dernier nombre de cette suite qui ne surpasse 

pas v. On aura, par hypothèse, 

cr J 
en désignant, pour abréger, par (=) une expression 

d'ordre — (2 +1) au plus par rapport à x. 

On a, d’autre part, 

PS I 

Ne =| TNEEN } (pet LE "n—1 n 

d’où 

D LEE OU ePO per ou 
LE PEN Q TR Q;-1Q dE LIVE ar LYn—1TVn 

Or on a 

Va VS Vi. 

Donc le second membre de l'égalité précédente sera d’ordre 

inférieur à — (y + v;_1). Donc il doit en être de même du 

premier. Mais le dénominateur Q,_, Q est d'ordre y + v,_,. 

Donc le numérateur doit être d'ordre < 0. Mais c’est un 

polynome, et son ordre ne peut être < 0 que s’il s’annule 

identiquement. 
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On aura donc 

PO ra. POS — O0, 

d’où 

Ph Pas 
Q Vi Qi 

et, par suite, 

PASS 
5 
, Q — A D ET 

Æ étant un polynome d’ordre y — y}_,. 

à + | PI ù : 
On voit par là que — ne sera irréductible que si y = v:_1, 

Q 
auquel cas le facteur Æ se réduit à une constante. 

393. Proposons-nous de déterminer directement une 

HONTE » 
fraction — dont le dénominateur Q soit de degré y, et telle 

Q 

st (5) 
qu'on ait 

On en déduit, en chassant le dénominateur, 

AQ —P QE PTE 

Il faut donc que, dans le produit AQ, les termes en _ D 

disparaissent. 

Soit, comme précédemment, 

el posons 

Q = B,+ B;xz+...+B,z. 

I 
Le coefficient C) du terme en RS dans le produit AQ, sera 

TL 

évidemment donné par la formule 

CG= dB, + 041 Bi +... 3, By. 



dE 

SÉRIES. _ 379 

Nous aurons à satisfaire aux conditions suivantes : 

(6) (30; Aa En 

1° Sile déterminant 

C4 a RD Er AR 

Rs Ds LA On 
VS 

Œyri Aya ++  Xoy+s 

n'est pas nul, ces équations détermineront, sans ambiguïté, 

les rapports des inconnues B; la fonction Q sera déterminée 

à un facteur constant près; on obtiendra la valeur corres- 

pondante de P en calculant la partie entière du produit AQ; 

2° Si A,est nul, les équations (6) ne détermineront pas 

complètement les rapports des coefficients B, et le poly- 

nome Q contiendra plusieurs constantes arbitraires. 

Dans tous les cas, les constantes arbitraires disparaîtront 
P ; 

du rapport —; en vertu de la relation 
Q 

es, 1 
Q + De 

que nous avons trouvée plus haut. 
L2 L AV « L L2 > <= 

On voit par ce qui précède que la condition A,2 0 exprime 

qu'il existe une réduite de degré v. Si donc tous les déter- 

minants A,, A», ... sont différents de zéro, ce qui aura lieu 

en général, les nombres y,, vs, ..., v,, ... formeront la série 

complète des nombres entiers, et, par suite, les degrés lu, > EL, P ) 0 

MORE RE US S DOI OO Ci dir VA 4e. SPTONI 

aux à l’unité. 

VIII. — Maxima et minima. 

394. Soit f(x) une fonction réelle de la variable réelle x. 
On dit que f(x) est maximum pour x = a, si l’on peut 

déterminer une quantité e telle qu’on ait 

f{a+h)—f(a) <o 
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pour toute valeur réelle de À moindre que e en valeur ab- 

solue. 

Elle sera minimum, si l’on a toujours ) J 

f(a+h)—f(a)>o 

dans ces mêmes conditions. 

Si, au point a, f(x) admet une dérivée f'(a) différente 

de zéro, nous avons vu que, pour À suffisamment petit, 

f(a+h)—/f(a) 

a le signe de Lf'(a). Son signe changera done avec celui 

de À, et il ne pourra y avoir ni maximum ni minimum. 

Pour trouver les maxima et minima de f(x), il faudra 

donc tout d’abord chercher les valeurs de la variable pour 

lesquelles f’(x) s’annule ou cesse d’exister. Soit a l’une de 

ces valeurs. Pour s'assurer si elle donne effectivement un 

maximum où un minimum, on calculera la valeur principale 

de la différence f(a + h) — f(a); car c’est évidemment de 

son signe que dépend celui de cette différence pour les 

petites valeurs de A. Si ce terme principal est constamment 

négatif, on aura un maximum; s'il est constamment positif, 

un minimum. Sinon, il n'y aura ni maximum ni minimum. 

S1 f(x) est développable aux environs du point a par la 

série de Taylor, la réponse à cette question sera immédiate. 

En effet, dans ce cas, f'(a) s’annule nécessairement. 

D'autres dérivées pourront s’annuler également. Soit f#(a) 

la première de celles qui ne s’annulent pas : on aura 

FAT) fa) = fr(2 + On). 

La dérivée f(x) étant supposée continue au point @, 

f'(a+04h) aura pour limite f"(a) quand } tend vers zéro. 

Donc, pour toutes les valeurs de A suffisamment petites, elle 

aura le signe de f(a). D’autre part, A! sera toujours positif 

si À est pair; au contraire, si À est impair, son signe change 

avec le signe de k. Donc 

Îl y a maximum, si n est pair, et f" (a) Lo; minimum, 
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si nest par, et f"(a)>0.{ln'y a ni maximum ni mini- 

mum St Rest impaur. 

395. Une fonction réelle f(x, y,...) de plusieurs varia- 
blés/réelles x,°3:;... sera maximum au point à, b, st 

l’on peut déterminer une quantité # telle qu’on ait 

f(a+kh,b+k,...)— f(a,b,...)<o 

pour toutes les valeurs réelles de À, #, ... de module <e; 

elle sera minimum, si, dans les mêmes conditions, on a 

constamment | 

f(a+h,b+k,..)— f(a,b,..)>%>o. 

Une première condition pour l'existence d’un maximum 

ou d’un minimum est qu'au point &, b, ... chacune des 

4 # 4 S 0 Ü 5. 

dérivées partielles Re CL .. s’annule ou cesse d’exister. 
0x dy 

En effet, si l’on pose en particulier £ — ...— 0, la difté- 

rence 

TAC NANTES tt AU TR DEP) 

devra conserver un signe constant, tant que | A | sera << €. 

0) 
Donc of s’annule ou cesse d'exister au point a, b, .... De 

dx 

même pour les autres dérivées partielles. 

396. Supposons la fonction f(x, y, ...) développable par 

la série de Taylor aux environs du point à, b, .... Ses déri- 

vées premières devront s’y annuler. Admettons qu’il en soit 

de même pour toutes les dérivées suivantes jusqu’à celles de 

l’ordre » exclusivement. On aura 

f(a+h,b+k,...)— f(a,b,...) 

JAMES HR CREER CURE 

EC 40 

Nr 1 

(SR +kT +...) f(a+0h,b+6k,...) 

DCE I) 
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Posons 

p=Vh+k+..., RSC RE K pe, A. 

d’où 

RES RNRRE tt | 

L'expression précédente prendra la forme 

p® 6e pes pus 

10082771 NT EE 

P, et Pr41 étant des polynomes homogènes en h/, k', ..., de 

degré n et n +1 respectivement. 

Les coefficients de P,,, sont, à des facteurs binomiels 

près, les valeurs des dérivées d’ordre 7 + 1 au point «a + 0h, 

b+06k,...,lesquelles ont pour limites les valeurs des mêmes 

dérivées au point a, db, ... lorsque h, k, ... tendent vers 

zéro. D'autre part, | h’|, £'|,... ne peuvent surpasser l’unité. 

On pourra donc assiener un nombre fixe M tel qu’on ait P = q 

PS; Go 
CS n+1 

LR CR EL) ue 

dès que h, #, ... seront suffisamment petits. 

Quant au premier terme, divers cas seront à distinguer : 

1° Le polynome P, reste constamment positif, pour tous 

les systèmes de valeurs réelles de h', k', ... (sauf pour 

h'= k'= ...—0,auquel cas il s’annule). Dans ce cas, pour 

les systèmes de valeurs de ces variables qui satisfont à la 

condition 
R+HKkD+H.. =, 

P, sera positif, et, comme c’est une fonction continue, sa 

valeur ne pourra s’abaisser au-dessous d’un minimum fixe m. 

On aura donc 

JAH RER Na D ENS aie — Mp'ri 
12 errt 

ae 
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Le 

Cette quantité sera positive dès que p sera devenu moindre 

que 

Il y aura donc minimum. 

2° Si P, reste constamment négatif, le même raisonne- 

ment montre qu'il ÿ a un maximum. 

3° Si P, peut prendre des valeurs positives et des valeurs 

négatives, 1l n'y aura ni maximum n1 minimum. 

Supposons, en effet, que P, soit égal à + m, pour le sys- 

tème de valeurs h;, #°, ... et égal à — m, pour un autre 

système de valeurs k,, k,, .... Soient 

RP+kP+...— A, 

R?+k}2+...— A. 

Posons 

I HER HER is 
d’où 

RH Kk+. =; 
on aura 

RARES) Dario 

RSC PIS NT À 
(A 

m; 07 
J(a+hb+HR, ...)— (ab, > EE — Mpntt, 

SRE AT 

quantité positive pour 6 infiniment petit. 

Au contraire, si l’on déterminait ', k', ... par les rela- 

tions 

on aurait 

fia+h,b+k,...)— f(a,b,...) <— 

quantité négative pour 9 infiniment peut. 

Ce cas se présentera nécessairement si ñ est impair, car 
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on changera le signe de P, en changeant celui des va- 

riables. 

4° Enfin, si P, ne peut pas changer de signe, mais peut 

s’annuler pour quelque système de valeurs autre que 

RER 

il y aura doute. 

397. La distinction des quatre cas ci-dessus est aisée à 

faire dans le cas le plus ordinaire, où n = 2. On n'aura qu'à 

mettre, par un procédé d’Algèbre connu, le polynome du 

second degré P, sous la forme 

P,=aXi+aX;+...+ a;X? (HaTD) 

les X étant des fonctions linéaires distinctes des m variables 

ne Ke L2 . L LA 

Supposons d’abord que les coefficients & ne soient pas tous P 
de même signe et qu'on ait, par exemple, &, > 0, 4» < 0. Si 

l’on détermine ', k£', ... de telle sorte qu’on ait 
) ) 

X,20, NT AE 0: 

P, sera positif. Si l’on pose, au contraire, 

> US eus == — 
X70: NE NX NEO, 

il sera négatif. Il n’y a donc ni maximum ni minimum. 

Supposons, au contraire, que les a soient tous de même 

signe ; P, aura toujours le signe des a, à moins qu'on'n’ait 

NA AN A0, 

auquel cas 1l s’annule. 

Si i< m, on peut sausfaire à ces conditions par une infi- 

nité de valeurs de /, #', .... On sera donc dans le cas 

douteux. 

Si {— m, ces conditions ne seront satisfaites que pour 

h'= k'=...—o. Il y aura donc minimum si les a sont 

positifs, maximum s'ils sont négatifs. 
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398. Considérons, en particulier, le cas de deux variables. 

Posant, pour abréger, 

D a NE TRE 
do - da 0b E ob? G; 

nous aurons | 

P,=A?+92Bh'k+ CA". 

Si A Zo, cette expression peut se mettre sous la forme 

2 + ! J\2 A CBS AE P,= + (AA US ANT EEE k'2. 

Donc 

Si AG—B'=o ni maximum ni minimum, 

AC — B'=0o doute, 

INDE iEt) A >o minimum, 

AC — B?> 0, A <o maximum, 

Si À = 0, on trouve les mêmes caractères. En effet, soit 

d’abord BZo, d’où AC — B?<o. Il n’y aura ni maximum 

ni minimum, car P, = 2B4'k'+ C£"? aura à volonté le signe 

de k' ou le signe contraire, suivant qu’on prendra / plus 
LI 

. Û . 
grand ou plus petit que — ES nn ein bi 02Er où 

AC — B?— 0, P, se réduit à GÆ”? et s’annule pour £!— 0, 

quel que soit ’. Il ÿ a donc doute. 

399. La discussion des cas douteux peut se faire d’une 

manière à peu près complète pour les fonctions de deux 
variables. En effet, dans ce cas, 

f(a+h,b+k)— f(a, b) 

est une série de puissances entières de A et de k. 

Si cette série contient en facteur une puissance de , telle 

que A%, mettons-la en évidence; nous aurons une expression 

de la forme 
RES). 

Soit A7 le terme de degré le moins élevé en Æ dans 

J. — I. 29 
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S(k, 0). Pour À infiniment petit, l'équation S(#, h) = 0 

donnera, pour k, n racines infiniment petites, dont on 

pourra calculer les développements suivant les puissances 

croissantes (entières ou fractionnaires) de À par la méthode 

des n°% 3061 à 368. Soient K, K/,... ces développements; 

v, v', .….. leurs ordres de multiplicité respectifs. Nous pour- 

rons écrire 

RES RIRE RUE RO) PET 

W' étant une série de puissances entières, qui, pour k = 0, 

k — 0, ne s’annule plus et se réduit évidemment à A. 

Pour les valeurs réelles et suffisamment petites de À et 

de Æ, W aura évidemment le signe de À. 

Considérons les autres facteurs du produit. Si l’un des 

développements K est compliqué d’imaginaires, 1l sera évi- 

demment accompagné du développement conjugué K,, qui 

sera du même ordre y de multuplicité. Le produit 

(k— K)'(4ÆA—K,}) 

sera toujours positif, et ces facteurs n’entreront pas en ligne 

de compte daus le signe du produit. 

La même chose a lieu si K est réel, mais y pair; car le 

facteur (4 — K})’ ne peut être négauf; la seule nuance est 

qu'il est susceptible de s’annuler. 

De même, si à est pair, A* ne pourra être négatif. 

Si donc il n'existe que des facteurs de l’espèce considérée 

jusqu'à présent, la différence f(a+h, b+k)— f(a, b) 

aura toujours le signe de À; tout au plus sera-t-elle suscep- 

uble de s’annuler. Il y aura maximum ou minimum, suivant 

que À est négatif ou positif. 

Mais si, cette suppression faite, il reste encore des fac- 

teurs, 1} n’y aura ni maximum ni minimum. 

En effet, supposons par exemple qu’il nous reste les fac- 

teurs 

Ra (k— K)'(k— K')", 

K et K’ étant réels, et a, y, v' impairs. 

TS 
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Faisons tendre L vers zéro plus rapidement que k, de telle 

sorte que K et K' soient très petits par rapport à 4; £—K 

et k — K’ conserveront leur signe si l’on change le signe 

de }, tandis que }* changera de signe. Donc la différence 

f(a+h,b+k)— f(a, b) ne garde pas un signe constant. 

Supposons maintenant qu'il ne reste pas de facteur f, 

mais seulement les facteurs 

(k— K)'(Æ—K')". 

Posons £ — K + eh, e étant égal à 1, et LÀ étant d’un 

ordre plus élevé par rapport à À que la différence K — K’. 

On aura 

(k— K)"(4— K')— eV (K — K'+ eh)". 

Pour À infiniment petit, le signe du dernier facteur sera 

le même que celui de (K — K’)", quel que soit le signe 

de e; donc le produit changera de signe avece et il n’y aura 

ni MaxiIMUM ni MINIMUM. 

400. Nous aurons d’après cela, pour décider de lexis- 

tence d’un maximum ou d’un minimum, à effectuer les 

opérations suivantes : 

Nous déterminerons d’abord le facteur A% commun à tous 

les termes de f(a+h, b+k)— f(a, b). Si « est impair, 

il n'y à ni maximum ni minimum. 

Si « est pair ou nul, nous chercherons le premier terme 

MAv de chacun des développements K, K’, .... Nous ob- 

üendrons, par la méthode du n° 362, un certain nombre de 

valeurs de x, et, pour chacune d’elles, une équation 

Y(M)=o 

qui déterminera les M correspondants. 

Nous chercherons les racines réelles de cette équation 

(les racines imaginaires peuvent être écartées, car les déve- 

loppements qui s’en déduisent n'influent pas sur le signe 

du produit). 
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Si l’une de ces racines est d’un ordre de multuipheité 

impair 2,, 41 n°y a ni maximum ni minimum; car, parmi les 

développements en nombre 7, qui s’en déduisent, ceux qui 

sont imaginaires, étant conjugués deux à deux, sont en 

nombre pair; il reste donc un nombre impair de développe- 

ments réels égaux ou inégaux; l’un au moins d’entre eux 

sera donc d’un ordre de multiplicité impair. 

Si 7», est par, il faudra calculer le second terme M, 2#: 

des 7, développements qui ont pour premier terme MA. 

Dans les équations qui déterminent les valeurs de M,, on 

négligera encore les racines imaginaires, et, s'il existe une 

racine réelle d'ordre impair, on affirmera qu'il n’y a mi 

maximum ni Minimum. 

Si l’on arrive à n'avoir plus que des équations privées de 

racines réelles, 1l y aura maximum ou minimum. 

On arrivera ainsi à trancher la question : 

1° S'il existe des développements réels d’ordre de multi- 

plicité impair ; 

2° S'il n'existe pas de développement réel d'ordre de mul- 

üplicité pair, et dont le nombre des termes soit illimité. 

Mais, si aucune de ces deux conditions n’est satisfaite, on 

ne pourra Jamais arriver à la certitude. En effet, on pourra, 

en poussant assez loin les calculs, éliminer les développe- 

ments imaginaires, et ceux des développements réels d’ordre 

de multiplicité pair qui s’arrêteraient d'eux-mêmes après 

un nombre limité de termes; mais les autres resteront tou- 

jours, sans qu'on puisse assurer que la prolongation des 

opérations ne permettrait pas de les dédoubler. 

AOÔT. Maxima et minima relatifs. — Soit à trouver les 

maxima et minima d’une fonction f(x, y, 3, u), les variables 

étant hées par deux relations 

(1) o(x, 7,3, Dear 

O. (62 dx, y, ANT 

Imaginons qu’on ait uré de ces relations les valeurs de 3, 
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u en æ, y, pour les substituer dans f; 1l viendra 

f(x, y,3u)=F(z, 7); 

et, pour qu'il y ait maximum ou minimum, 1l faudra que 

dF OF 
et — soient nulles ou cessent d’exister. 

0x 0 
: 0F OF 

Bornons-nous encore au cas où l’on aura — — 
dx dy RES 

ou plus simplement dF = 0. On a 

(3) aF= de + Lay + ds + É du = 0, 

et cette équation devra être identiquement satisfaite pour 

toute valeur de dx et de dy après qu'on y aura remplacé dz 

et du par leurs valeurs tirées des équations 

do 09 09 09 
(4) AE DHRODREE dz ë + du —0, 

09 0% HE PR AA A pres 
(5) D 47 PA GE EAU EP e 

qu'on obtient en différentiant les équations © — 0, 4 — 0. 

Il faudra donc éliminer dz3, du entre ces équations (3), (4), 

(5) et égaler à zéro les coefficients de dx et de dy dans 

l’équation résultante. 

Pour effectuer cette élimination, ARE les équa- 

tions (4) et (5) par des facteurs indéterminés À, px, puis 

ajoutons-les à l'équation (3) ; il viendra 

of d% foi g 
(È een L+uS Jar + (5 + +) y 

Of ol of dY Fe 
LE n8 +8) de + (RAGE + nÿé) du = 

et l'élimination sera effectuée s1 nous déterminons À et u de 

telle sorte qu'on ait 

of RP 0e 0 Of 00 6 TN 
(6) Es ae Net RNA TELE 
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Egalant alors à zéro les coefficients de dx et de dy, nous 

aurons 

of , | 0 CA OT D (Op POUR (5) PRE PESTE prete 0e does 

Les équations (6) et (7), jointes aux équations (1) et (2), 

détermineront les six quantités +, y, 3, u, À, nu. 

On remarquera que les équations (6) et(5) s’obtiendraient 

immédiatement en égalant à zéro les dérivées partielles de la 

fonction 
f +20 + pp. 

402. Soit à déterminer la plus grande (ou la plus petite) 

valeur que prend la fonction f(x) lorsque x varie de +4 à æ1. 

Cette valeur peut correspondre à l’une des limites ou à un 

point intermédiaire &. Dans ce dernier cas, il est clair que 

f(a) sera un maximum (un minimum) de la fonction f(x). 

Pour résoudre la question, il faudra donc calculer les 

maxima (ou minima) f(a), f(b), ... de la fonction dans 

l'intervalle de +4 à æ,, ainsi que ses valeurs extrêmes f(x), 

f(æ\), et prendre la plus grande (ou la plus petite) de ces 

quantités. 

On agirait d’une manière analogue pour déterminer la plus 

grande ou la plus petite valeur d’une fonction de plusieurs 

quantités lorsque le champ de leurs variations est assujetti à 

certaines limitations. 

403. Appliquons les méthodes précédentes à quelques 

problèmes. 

ProBLemE |. — Trouver la plus courte distance d’un 

point P à une droite D. 

Soient 4, 4, 4 les coordonnées du point; à, a;, a, celles 

d’un point fixe pris arbitrairement sur la droite; b, b,, b, ses 

cosinus directeurs, c'est-à-dire les cosinus des angles qu’elle 

fa t avec les axes. Les coordonnées +, y, z d’un point situé 
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sur la droite à la distance { du point &, &,, a; seront évidem- 

ment 

æ—= a+ 0bt, Y=&+ bit, Dee de OA, 

et sa distance à au point P sera donnée par la formule 

dP—(a+bt— a) +(a+bit— a) +(ai+ bot — 0)? 

ee 2(a + bt— a)°. 

Il s’agit de déterminer la distance variable £, de telle sorte 

que cette expression soit minimum. 

Elle a pour dérivée Z2b(a + bt— x), quantité toujours 

continue. Îl faut donc égaler cette dérivée à zéro, ce qui 

donnera 
Sb(a — a) + 5b?t—0, 

d’où 
Zb(a— à) 

ROME 

Substituons cette valeur dans l'expression 

d—ZÈ(a+bt— a) —=È(a— ax) +2tÈb(a— x) + Eb?; 

il viendra 

,20(a—a)f | [28(a— a)F 
D PTS re 

_ 2(a—a)"2b?— [Zb(a— x)|? 

> b° 

__ [(a—a)bi—(ai—)b}l+[(ai—)b2—(a3—0) bi +[(ao—s)b—(a— 0) b, [? 

A AS PDA Bar NE dues AT 1 QUO 

M -D(a— a) — 

Cette expression représente bien un minimum, car la dé- 

rivée seconde 
D) Rp 

do? Rs 2 > b? 

dt? 

est positive. 

404. ProBLemE Il. — Trouver la plus courte distance 

de deux droites. 

Soient 

(8) æ—= a+ bk, Y = a+ bit, 3 = Go + bat 
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les coordonnées d’un point de la première droite, 

(9) E— a+ fr, N— + Pat, 6 — a+ Par 

celles d’un point de la seconde droite. 

La distance à de ces points sera donnée par la formule 

CES An Eee LE à mt 
—=(a—a+bit—fGr)} + (ai — a+ bit — Br) 

+ (Ga — &2 + bat — Bat)?. 

Il s’agit de déterminer les variables £ et 7 de telle sorte que 

cette expression soit minimum. 

Les dérivées partielles de cette expression par rapport à & 

et à + sont toujours continues. En les égalant à zéro, on aura 

les deux équations de condition 

00? 
= Dre = b(a—a+bt—fr) + bi(a—a+bit— GT) 

+ D (a — 2 + bit— (2T) — 0, 

02 

8. - 2 —$(a—-a+bt— Br) +fBi(ai— a+ bit—B;T) 

+ B2 (A2 — 5 + bit—GB2T) —0. 

Eliminant successivement entre ces équations chacune des 

quantités entre parenthèses, et posant, pour abréger, 

b,6,— b:6,—=A, DB bE ASS bB;—b;p—="A;; 

on en déduit 

a— a+ bt— Gr #2 A — a + bit— B,T te Hs QT bit — GT 

À ra À, Æ À, 

Soit À la valeur commune de ces rapports; on aura, pour 

déterminer £, 7 et À, les trois équations linéaires 

AÀ +ftT —bt —a —a, 

Au + Bar — bit = di — où, 

A+ Bt — bit a — 0, 
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d’où l’on déduit 
M N 

À = D: ba: 

L, M, N, D désignant les déterminants suivants : 

a —a GB —b 

L=|a—o fB, —b, |—A(a—a)+A(a; —a)+A,(a;—), 

y — A2 (> — 

A a—ax —b 

M=—=I|A, a—a —b, 

À» G— y — D; 

À GB a—a 

Ne RAS Bi di — 1 

À; 2 G— 

AR OUE? 
D—|A, GB —b,|—A?+A2+ A2. 

A B2 Us 

Enfin, l’on a 

as di 

VA?+ A+ A? 

Il est évident, d’après la nature du problème, que cette va- 

leur de à? est un minimum. Pour le vérifier, formons les dé- 

rivées secondes 

D VAT ATNCE AN — 

OZ Or ; : à 
FÊTE b?+ b? + b?, 

1 d°0? 

oran PQ a ee 
1 d?0? ; 
> 0 ÔT? —p?-10; + 62. 1 

La quantité représentée dans la théorie générale par 

AC — B? est égale à 

CAE PE PSP ER 2) eee R ee Ba) 
— 4 (A?+ A+ A2). 
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Elle est positive. Donc, il y a bien maximum ou minimum. 

D'ailleurs 

(RUE 

2 0 
Nm re AIRE UNS 

ce sera donc un minimum. 

405. Remarque I. — Les quantités D, b,, bs et $, fi, bo, 

étant les cosinus directeurs des deux droites données, satis- 

feront aux équations 

br bb? 1, 
Br+pi+ pi. 

Mais nous n’avons pas fait usage de ces équations. Les for- 

mules trouvées subsisteraient donc en donnant à D, b,, D», 

B, B1, Be des valeurs quelconques. D'ailleurs, les équations 

(8) et (9), pouvant se mettre sous la forme 

T—A4  Y—  3—4% 
b bar LIT: 

É—a n—a _E—a 
5 Pi SE 

ne cesseraient pas de représenter des lignes droites. 

os A 

—T; 

Remarque II. — Si nous posons 

a — a + Aa, Xi —= di + Aa;, Lo = do + AG, 

BEN RAA D ENG MR ADR DIE DE 

les formules précédentes deviendront 

À = b,Ab, — b, Ab,, A, = b, Ab — bAb,, À, = bAb, — b, Ab, 

Na A EEE 

L——(AAa+A, Aa, +A,Aa,)—=]| Aa, Ab, b: |, 

AUS ADIED: 

AMAR A b+Ab — Aa 

M PAT RAT UT N—|A, b,+Ab, —Aa, |, 

ALMA TNELS A, bis AB, — A 

D — A+ A? + A, 

LT 

3 

Q 

Ur, 7 

rs Load: 2 

“fire 

MO Le se At > 

D TM re DRE E ed A 

L 2 * AT Es F8 

ge 
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et l’on aura encore 

 É AR Ne FR RON EELE D D D VAE AIT A 
Nous ferons un fréquent emploi de ces formules. 

406. Pro8zemE II. — Trouver la plus courte distance 

d’un point à un plan. 

Soient a, b, c les coordonnées du point et 

(10) MT +NY +ps+q—0O 

l'équation du plan. Nous aurons à rendre minimum l’expres- 

sion 

P—(x—a}+(y—b}+(z—c}, 
d AT : 7 4 ss r Là | A] 

où æ, y, 3 sont liés par l’équation précédente. D’après la 

règle générale donnée pour la recherche des minima relatifs, 

nous aurons à égaler à zéro les dérivées partielles de l’expres- 

sion 

(æ—aÿ+(y—b}+(z—-c)+(mx+ny +pz+g), 

ce qui donnera les équations 

2(æ—a)+im—=o, 

2(7—b)+Àn = 0, 

2(3 —c) +Àp —o, 

auxquelles on joindra la suivante : 

O=ML+NY+p3+q 

=m(z—a)+n(y—b)+p(s—-c)+ ma + nb + pc+gq. 

On en déduit 

T—a——%À\m; Y—b——{}n, 3—c——1àp, 

ma + nb + pc+q 

Mm'+ n+ p° 

(ma + nb + pc + q} 

m?+ n?+ p° 

ke 
OS 

02— (11) (m°?+ n°+ p?) — 
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Pour vérifier que cette expression représente bien un mi- 
e PER 4 So » , , 

nimum, cherchons les dérivées secondes de 0? considéré 

comme fonction des variables indépendantes x, y, et d’une 

fonction z de ces variables, définie par l’équation (10). On 

aura successivement 

d0? Ôz 2m 
mm ir a)+i(s co) Er (re) GC) 

020? 2m 03 2 m°? 
Dee 0 RE —) 

GP ONE VE UE Re 
OL OV TP MOTARD 

On trouvera de même 

O2 020 sa 2n? 
dy? ni DE 

Les expressions désignées dans la théorie générale par 

AC — B? et A seront 1c1 

2m? on? m°n? m°? h n°? (a) (ar) eee dede 
 ? 

Toutes deux étant positives, on aura un minimum. 

407. ProBLeME IV. — Trouver les maxima et minima 

J de la fraction a 
[l 

= AL? + Gp V? + Q33 3° + 242 LV + 223 V5 + 2413 3% 

A 

P—= RL? + Lo2 V' + O33 8° + 242 LV + 2.3 V3 + 201320 

étant deux fonctions homogènes du second degré en x, 

25: 

La valeur de cette fraction ne dépendant que des rapports 

FT 
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des variables +, y, 4, 1l est permis de supposer leurs valeurs 

absolues choisies de telle sorte qu'on aito —1. 

On aura donc à trouver les maxima et minima de f, étant 

donnée l'équation de condition 

DT 0: 

On devra, comme on sait, déterminer x, y. 3, À par les 

équations 
ému E 

Cfa ON? GERS 0 Guu APR O TRES (11) TA UP EN NE AR RU pe) 

ou, en eflectuant les calculs, 

(du + Adi )Z + (ia + Aa) Y + (Gi3 + di) 3 — 0, 

(12) À (Qi + Âti2) © + (32 + Âtt2a) Y + (M3 + ÂX23)5 — 0, 

(dis + A3) + (Goes + Âtos) Y + (Gs3 + Âdzz)5 — 0. 

Or l'équation © —1 montre que +, y, 3 ne peuvent être 

nuls à la fois. Donc le déterminant des équations (12) doit 

être nul, ce qui donnera une équation du troisième degré 

en À. 

Soit À une des racines de cette équation; en la substituant 

dans les équations (12), elles se réduiront à deux équations 

distinctes, qui fourniront les rapports de æ, y, z. L’équation 

© — 1 achèvera de déterminer ces quantités. 

La valeur correspondante de J sera — À. En effet, f et o 
? 

étant des fonctions homogènes du second degré, on aura 

REG SR 0 fe 
EPA dy * ie dl 

00 09 
— + — + Z3 2 0 

Les équations (11), respectivement multipliées par +, y, = 

et ajoutées ensemble, donneront donc 

LÉSESALES à 2f +29À—0, d’où ë 
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Avant d'aller plus loin, nous remarquerons que la fonc- 

tion © peut se mettre sous la forme 

ce 2 

u( OS 2 <) + Pi 
en Œr 

w, étant une fonction de y et de z, telle que 

BY + 261295 + Poas?. 

On pourra de même mettre w, sous la forme 

La fonction © sera ainsi décomposée en une somme de trois 

carrés, respectivement multipliés par 11, far, y. 

Nous supposerons, dans ce qui va suivre, que ces trois. 

coefficients sont positifs. Il est clair que cette condition est 

nécessaire et suffisante pour que © prenne une valeur posi- 

tive et différente de zéro pour tout système de valeurs de x, 

y, 3 autre que 0, 0, 0. Cette condition étant remplie, les 

valeurs de x, y, z pour lesquelles on a © — 1 auront néces- 

sairement un module borné; car il faudra que chacun des 

trois termes positifs dont © se compose, pris isolément, 

soit z1. Les valeurs de f correspondant à ces divers sys- 

tèmes de valeurs de x, y, 3 seront donc bornées, et, par suite, 

f présentera nécessairement au moins un maximum et un 

minimum réels, correspondant à des valeurs réelles des va- 

riables. Soient æ+,, y, 3, les valeurs qui correspondent au 

maximum, par exemple; À; la valeur correspondante de À. 

Posons 
3 
” 

nAË + mn nm CUT 

3 —2,ËÈ + Man + ob, 

£, n, € étant de nouvelles variables, et m, n, M1, R4, Mo, No 

des quanutés quelconques telles que le déterminant de la 

substitution ne soit pas nul. Aux valeurs + —x,, y = y1, 
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3 = %,, qui donnent le maximum, correspondront les valeurs 

Ë—1, n—0, 6—0. D'ailleurs, après la transformation, f 

et © deviendront des fonctions des nouvelles coordonnées, 

homogènes et du second degré, comme auparavant. 

La transformation une fois exécutée, appelons x, y, 3 nos 

nouvelles variables primitivement désignées par 6, n, €. Appe- 

lons également @,, .…., 4,1, les coefficients des fonctions f 

et © rapportés à ces nouvelles variables; 4 sera Maximum 
o 

[l 

CCE NUIT DOTE 1,12 0,820, + Un 

aura, par suite, 41 — 1, et, les équations (12) étant satisfaites 

pour le maximum, on aura, d'autre part, 

(3) Vaio, Ayo + M2 0, Œi3 + A3 = 0. 

Posant maintenant, pour abréger, 

X = x + @2 Y + A3, 

on aura 

p—=X?+ 0, 
f=— hi X?+ f;, 

e, et f\ étant des fonctions de y, 3, dont la première sera 

positive pour tout système de valeurs de y, z autre que 

JY —0, z — 0. 

Opérant maintenant sur les fonctions v,, f, de la même 

manière que nous l’avons fait sur © et f, nous pourrons les 

mettre sous la forme 

Di Y?+ 9, fa=— hY+ fa, 

2 el f> ne contenant plus que 3, et par suite étant respecti- 
9 

vement de la forme fz?, +22. 

Posant 

on aura 
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et, par suite, 
— X?+ y? 72 

(14) 1? LP) CN 7 

d’où ce théorème : 

Etant donné un système de deux fonctions quadra- 

tiques f et « dont l’une est toujours positive, on pourra, 

par un changement de variables réel, en faire disparaitre 

les rectangles des vartables. 

Les deux fonctions étant ainsi préparées, l'équation en À 

deviendra 

— À +À O O 

D — O0 — + À oO = (À— A) (À) (À — À). 

o O — }s + À 

Cette équation a pour racines les trois quantités réelles À, 

À2, hs. Donc, l'équation en À a toujours ses racines réelles. 
On voit immédiatement sur les équations (14) que la plus 

grande de ces racines rendra = minimum, la plus petite le 

rendra maximum, la troisième ne donnera ni maximum ni 

minimum. 

408. ProsrÈme V. — Déterminer un point M=(x,7y) 

tel que la somme de ses distances p1, ps, 03 à trois points 

fixes A; —(a;, bi), As — (as, br), A3— (as, ba) soit mini- 

MmUIr. 

La somme des trois distances est 

DEEE 
Ses dérivées partielles sont 

D: ne =D cor 

ë 

Die Fe bi = sin Ci, 
i 

a; désignant l’angle de la droite A;M avec l’axe des x. 
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Au point M elles doivent être nulles ou cesser d'exister. 

Supposons-les d’abord nulles. On aura les deux équations 

COS &i + COS) + COS A3 — O, 

SIN Œy + SIN, + SIN Gz — O. 

Muluplions la première par sins,, la seconde par cosæ, et 

retranchons ; 1l vient 

SIN (Xi — >) —SIN(Xy — 3) — 0, 

d’où 

On trouve de même 

De nl Le 

Les angles mutuels des droites A,M, A,M, A,M seront 

2T É ; à RE 
donc de —;, et le point M s’obtiendra en décrivant sur chacun 

JD 

NET NE 7 2T 
des côtés À, A2, A, A3, A; À, un segment capable de ms 

2 ; DATE 

Si l’un des angles du triangle A, A, A, est => —, les ares 
3 

de cercle dont l'intersection devrait donner le point M ne 

se coupent pas. 

Il doit pourtant y avoir un minimum. Mais il ne pourra se 

présenter qu’en un point où les dérivées partielles cessent 

d'exister, c'est-à-dire en l’un des points À,, A:, A3. 

IL est aisé de vérifier qu’il a lieu au point AÀ,, sommet de 

l’angle obtus. 
Fig. 8. 

Soit en effet M un autre point. Montrons que 

AA, +A.A,< MA, + MA, + MA.. 



"1 ik ét AC 
4 tx is a" ten u $ de L 

Chen k = E LS à ce" A 4 ‘ x * é Rue vi ri 

R | 1 ‘ da (ue à TRANS 
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2 | On a 
rh | 1e 
a AA: + A,A3—= MA, cosu + MA, cosy + MA,(cosÀ + cos’). 

à Or cosu, cosy sont Z1 et 

1 À COATHNO À) AR EEE 
À cos À + cos À cos Cor ace 

9 +, des TANT : Æ 
L car, UE étant compris entre 3 el 5? son cosinus est moindre 

; que — 

ke 

} 

’ 

— 26-60 -—— 
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CHAPITRE IV. 

APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DE LA SÉRIE 
DE TAYLOR. 

I. — Points ordinaires et points singuliers. 

409. Soient F(X, Y)— o l'équation d’une courbe plane; 
(x, y) l’un de ses points, aux environs duquel nous suppo- 

sons F développable par la série de Taylor 

r Ex 0F ROME + 
CEE Nr) — TR tX—x) + 5e CY—y)+-—(X—x) +... 

2 dx? 

Coupons la courbe par une droite 

X—x—at+h, VE 

et supposons que cette sécante se rapproche indéfiniment du 

point (x,7) en conservant une direction constante et d’ail- 

leurs arbitraire. 

Si u de ses points d’intersection avec la courbe se rappro- 

chent indéfiniment de (x, y), on dira que ce point est de 

l’ordre à de multiplicité. Si a — 1, ce sera un point simple 

ou ordinaire; si L=>1, ce sera un point multiple ou sin- 

gulier. ” 

Comme à chaque valeur de £ correspond un seul point(x, y) 
de la sécante, l’ordre de muluplicité cherché sera évidem- 

ment égal au nombre des racines infiniment petites de Pé- 

quation 

F dE 
o= Plat + h) + DE(BE HN + LEE (at+h)}} +... 



04 PREMIÈRE PARTIE. — CHAPITRE 1V. de 

ou, ce qui revient au même, à celui des racines nulles de 

l'équation limite 

_/ dF. ,0F OF 
o=(ar +6 )+s (< LEA +...)e+ 

Le nombre 4 sera donc égal à l’unité, loutes les fois que 

of OF ; | 
2° jg ne Sont pas nuls simultanément; il sera égal à 7, si 
ARC 

OF 0F °F 
les dérivées — .. d'ordre x s’annulent toutes, 

dx dy. 0x?” 

l’une au moins des dérivées d'ordre » étant Zo. 

Le nombre des racines nulles, étant supposé égal à r pour 

une direction arbitraire de la sécante, se trouvera accru si &, 

8 sont déterminés de manière à annuler le coefficient 

or o2F 
Fa ROULE ——_—_—_——— + 

DE Tes 0Y 

du terme en ({*, c’est-à-dire si la sécante est parallèle à l’une 

des droites du faisceau 

— x. n 2" F 4 r\n—1 OF OX pr + RX =) MAT 

: 

Ces droites se nomment les tangentes au point (æ,7). 

En un point simple, on aura une seule tangente 

OF 
Aou. L) + 0 RO: 

A0. À une valeur infiniment petite de X — x correspon- 

dent une ou plusieurs valeurs infiniment petites de Y — y. 

Proposons-nous de les développer en série. 

Supposons d’abord que (x, 7) soit un point simple. Si l’axe 

DFE 
des Ÿ n’est pas parallèle à la tangente, FE n'étant pas nul, on jy 

n'aura qu'une valeur infiniment petite de Y — y, dévelop- 

pable comme on l’a vu, suivant les puissances entières et po- 

sitives de X — x. 
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v. L] a T « « 2F al 

Si l’axe des Ÿ est parallèle à la tangente, 55 St nul, mais 
124 

dF s ; k) 

— ne l'est pas, et l’on aura 
dx 

Den : | GMA CRE) A (NEA 

en mettant en évidence, parmi les termes qui ne contiennent 

pas Xe". Celur dont le degré en Ÿ — y est le moindre. 

Cette équation admet 7 racines infiniment petites données 

par l'expression 
I 

ide > 2 
Y—y— no (X— x'+a(X— x) +..., 

où l’on prendra successivement les diverses déterminations 
1 

du radical (X — x)". On obtient ainsi un cycle de 7: branches. 

Supposons au contraire (æ,7) muluple d'ordre n, et ad- 

mettons, pour plus de simplicité, que l’axe des Y ne soit pa- 

rallèle à aucune des tangentes en ce point. On aura 

O—F(X;,Y)—A(X—c)'+A(X — mr I(Y — y) +... 

ce NOV Vi BARON EEE FLE) 

le coefficient À, n'étant pas nul. L’équation admet donc nr 

racines infiniment petites, données par des séries 

Y—y=M(X—-x)+... ..,, Y—-y—=M,(X—x) +... 

où M,,..., M, sont les racines de l’équation 

AA, M+...+A,M"—o, 

qui donne les coefficients angulaires des tangentes. 

S1 les racines de cette équation sont toutes inégales, les 

développements seront séparés dès le début, et ne contien- 

dront que des puissances entières. Si, au contraire, plusieurs 

tangentes coïncident, la singularité sera plus complexe, etles 

développements contiendront le plus souvent des puissances 

fractionnaires de X — x. Mais on sait que dans tous les cas 

ils peuvent être associés en cycles en réunissant ceux qui 
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s’obtiennent par les diverses déterminations d’un même ra- 

dical. 
1 

En posant (X—x)"— 1, l’ensemble des branches d’un 
même cycle pourra être représenté par le système des deux 

équations 

D, CE né A 9 

Y—y—=al"+ at'"+..., 

où 7, 7, sont des entiers croissants sans diviseur commun. 

S1 les coefficients a, a, ... sont réels, le cycle admettra 

des points réels aux environs de lorigine. Pour discuter la 

forme de cette portion de courbe, il est permis d'admettre 

qu'on ait pris la tangente pour axe des +, auquel cas x = 0, 

Y=0, a—0, et qu'on ait déterminé le sens des y de telle 

sorte que &o SOIL positif. 

1° Sir est impair, 7 pair, Ÿ est toujours positif, et X a le 

signe de £{. La courbe à donc K forme de la figure 9. 

Fig. 9. 

> Siret 7, sont impairs, X et Ÿ ont le signe de t; et la 

Fig. 10. 

courbe présente l’inflexion représentée dans la figure 10. 
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3° Sir est pair, r, impair, X est positif, Ÿ change de signe 

avec £; on a un rebroussement de première espèce (fig. 11). 

Ferre 

4 Siretr, sont pars, X et Ÿ sont toujours positifs : on 

a un rebroussement de deuxième espèce (fig. 12). 

AA. Supposons maintenant la courbe définie par deux 

équations 
NUE AV A Neon): 

Soit {, la valeur de £ pour laquelle on a X—x, Y—7y,e 

admettons qu’aux environs de cette valeur les fonctions f et 

o soient développables par la série de Taylor. On aura aux 

environs de ce point, en posant, pour abréger, f'(t5) = x, 

TALOREE e ANE ANC ANR ENT SU 

X—æ—a(t— 0) a ER) +..., 
4 

pare 2 

AN nn ET 
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Coupons la courbe par une droite 

aœ(X—x)+P(Y—y)—=/A 

infiniment voisine du point (x, y). 

Les 4 des points d’intersection seront donnés par l’équa- 

tion 

(t—t,} 
(æ'a + y'B)(t— 15) + (x'a ND D cne UT HIS ee 

Cette équation en £— 4, n’a, en général, qu'une racine 

infiniment petite si +’ et y/ ne sont pas nuls à la fois. Le 

point (x,7) sera donc simple. Mais on aura une seconde 

racine infiniment petite si l’on a 

Voir. + y'6 = 0, 

auquel cas la sécante sera parallèle à la droite 

ie 2. 

Telle est donc l’équation de la tangente. 

Supposons, au contraire, que +’, y! s’annulent à la fois, 

ainsi que +”, y", ..., æt271), 2-1), mais que x(*) et y(*) ne 

soient pas nuls tous deux. L’équation en { — {4 aura A racines 

infiniment petites; le point (x, y) sera donc muluple 

d'ordre # (pourvu qu'à ces n valeurs de { —{, correspon- 

dent autant de systèmes de valeurs différentes pour X — x, 

Y — y). Le nombre des racines infiniment petites deviendra 

d’alleurs > n, si l’on a 

æt) @ + 7000 0: 

On a donc, ici encore, une tangente ayant pour équation 

X—x Y—7 
xD you 

Ces résultats supposent, comme on vient de le voir, que 

deux valeurs différentes de {, assez voisines de 4,, correspon- 

dent toujours à des points (x, y) différents, ce que nous 
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exprimerons d’une manière abrégée en disant que & corres- 

pond uniformément aux points du cycle. On peut toujours 

reconnaître si celte condition est satisfaite, et, si elle ne l’est 

pas, faire en sorte qu'elle le devienne, par un changement de 

paramètre. 

Soit, en ellet, en ne conservant dans l'écriture que les 

termes dont le coefficient n’est pas nul, 

(£—1,)" (E — A LA 

X — x — xtm) am) S 

m ! re mi | LATE 

PEN (HAN M ae 0) a ES CA ESEn 
te n | ke n;! 

Supposons, pour fixer les idées, mZn, et posons 

| ASS PAPE Pt) ( FINE (£— 1) 
TU 

m ! m, | 

u étant un nouveau paramètre. On sait qu'il existe m» déve- 

loppements suivant les puissances entières de w, qui, mis à 

la place de £ — 45, satisfont identiquement à cette équation. 

Soit 

(1) l— bi —=u+... 

l’un d’eux. Substituant cette valeur dans les expressions de 

X, Ÿ, elles prendront la forme plus simple 

Ne dt ut Y—y=cu+cur +... 

Soit à le plus grand commun diviseur des exposants mûr, 
s 

TO ETS DOS ant il Viend va 

X—2—vy" Y—y—=cos+ c'es +.. 

Ces deux équations représentent un cycle de r branches, 

et, comme 7, $, s, ... n'ont pas de facteur commun, deux 

valeurs infiniment petites de », distinctes entre elles, ne 

pourront répondre à un même point. En effet, 6 désignant 

l’une d'elles, l’autre devrait être égale à 0v, Ô étant une 

racine r'°"° de l’unité, pour que X eût la même valeur. Pour 
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’ que Ÿ eût également la même valeur, on devrait avoir 

COLE CPR EE CUP USE ETC ISO EEE 

ou 

C(1— os + c'(1— 6 )pS +...—o. 

Or, les exposants 7, s, s', ... n’ayant pas de facteur com- 

mun, quelle que soit la racine choisie pour 6, la série S du 

premier membre ne sera pas identiquement nulle et lon 

pourra assigner un nombre fixe L tel que, si o < [el <<L, 

S soit différent de zéro. 

Si à est égal à l’unité. w correspondra uniformément aux 

points du cycle; et il en sera de même pour #, car la rela- 

uon (1) fait correspondre à chaque valeur de w une seule 

valeur de 4, et réciproquement. 

412. Dans ce qui précède, nous avons appelé #, la valeur 

de & pour laquelle on a X — x, Ÿ — y. Il peut évidemment 

exister plusieurs valeurs £,, £,, ... de ce paramètre qui sa- 

usfassent à cette condition. Chacune d’elles donnera nais- 

sance à un cycle, suivant l'analyse précédente, et l’ordre 

total de muluplicité du point (x, y) sera la somme des ordres 

de muluplicité partiels ainsi calculés. 

413. Soient F(X, Y,Z)—o l'équation d’une surface ; 

(x, 7,3) un de ses points, aux environs duquel F soit déve- 

ioppable par la série de Taylor 

0 FX, Y 2) Xe) + = + Ds) 

+R -er+...) +... 

Coupons par une droite 

X—x—at+h, Y—y—=bt+k, —2—yt+ I 

de direction fixe, et infiniment voisine du point (x,7, 3). 
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Les points d’intersection seront donnés par l'équation 

ÔF ok 1FOF . AE) 
SE + -T Eos IL + Ses. El: 

H étant infiniment petit. 

. dE 0F | ; “R 
Si ne sont pas nuls à la fois, on n'aura, en géné- none Te 

ral, qu’une racine infiniment petite. Le point (x, y,3) sera 

sumple. 

On aura toutefois deux racines infiniment petites, si 

0F 0F PLUS 

c’est-à-dire s1 la sécante est parallèle au plan tangent 

_ DH . 
SX æ Die (Ye) + re ee — 0. ox 

S1 l’axe des Z, par exemple, n'est pas parallèle au plan 

dF ; à 
tangent, on aura He Zoo, et Z — 3 sera, aux environs du point 

(x, y, z), une fonction synectique de X — zx, Y — y. 

OF 90F 

0x” dy 03 

en soit de même des dérivées jusqu’à l’ordre nr exclusive- 

Supposons maintenant que s’annulent, et qu ’1l 

ment. L’équation en { se réduira à 

AL) do°F 

| EP Tee ET 
HOME ro TE 

et admettra, en général, n racines infiniment petites. Le 

point (æ,7,z) sera multiple d'ordre n. Le nombre des 

racines infiniment petites sera augmenté si 

o"F 
dx" 

ARS 0; 

autrement dit s1 la sécante est parallèle à une génératrice du 

cône tangent 

o%F 

Pr rt UC 
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A4. Si, par le point (+, y, z), nous faisons passer un plan 

arbitraire 

P—A(X—x)+B(Y—y)+C(Z—-z)—o, 

il est évident que l'intersection GC du plan avec la surface 

aura en (4,9, z) un point muluple, dont les tangentes 

seront les génératrices suivant lesquelles le plan coupe le 

cône tangent. 

Si toutefois P entre en facteur dans l’équation du cône 

tangent, l’ordre de multiplicité du point (x, 7, 3) sur la 

courbe C se trouvera accru. 

En particulier, le plan tangent en un point ordinaire coupe 

la surface suivant une courbe sur laquelle ce point sera mul- 

üple. 

Si l’on coupe le cône tangent par un plan arbitraire ne 

passant plus par son sommet, on obtiendra une section 

plane algébrique et de degré n. Cette courbe peut présenter 

des points singuliers, ou se décomposer en courbes de degré 

moindre. Toutes ces circonstances devront être notées comme 

entrant dans la définition de la singularité. 

Une surface peut présenter, non seulement des points sin- 

guliers isolés, mais des lignes singulières dont tous les 

points sont singuliers. Considérons, par exemple, un cône 

dont la base ait un point double. La génératrice correspon- 

dante sera une ligne double, en chaque point de laquelle 

on à un cône tangent, dégénérant en un système de deux 

plans. 

415. Une surface est souvent représentée par un système 

de trois équations 

X—pi(é, u ); dot: u), L—0;(4, u), 

{, uw étant deux paramètres dont l’élimination donnerait 

l'équation de la surface sous la forme ordinaire 

FX, Y, Z\—0. 
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Soit {o, Uo un système de valeurs des paramètres pour 

lequelom at X = zx, Y—= 7, Z— 3. La formule de Taylor 

étant supposée applicable, on aura, en posant, pour abréger, 

09: d9: 
d tt Drm RER 

CX—r—=a(t—- tb) + b(u— us) +..., 

(2) CY—y=a(t— to) + bu —"u5) +... 

| ZL—s—=a;(t—t;) + bu — uo) +. 

Si l’un des déterminants (a; b:— a:b,), (a>b3— bas), 

(a30,—a,;b3) est différent de zéro, (x,7y,3) sera un point 

simple (pourvu toutefois que {,, #4 soit le seul système de 

valeurs des paramètres qui donne ce point). En effet, si 

ai b3— a»b,, par exemple, n’est pas nul, les deux premières 

équations (2) permettront de déterminer { — 4, u —u, en 

fonction synectique de X — x, Y — y. Ces valeurs, substi- 

tuées dans la dernière équation, donneront une expression 

analogue pour 2 — 3. 

Réciproquement, si(x, y, 3) est un point simple, on pourra 

mettre l'équation de la surface aux environs de ce point sous 

la forme | 

ZL—:3—=a(X—xz)+b(Y—-y)+c(X—x)} +... 

équivalente au système des trois équations 

Xe T1: Y—y=—u, L—z=at+bu+ ct +... 

où le déterminant &, b:— a2b, à pour valeur l’unité. 

Lorsque nous voudrons étudier une surface aux environs 

d’un point simple, nous pourrons donc toujours admettre 

que l’un au moins des déterminants &a,; b; — a>b,, ...estZo. 

416. Une courbe gauche, définie comme trajectoire d’un 

point mobile, sera représentée par un système de trois équa- 

tions 
NE 00) VON Lt) 

1 [ 
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Un point (x,7,3) de la courbe sera de l’ordre u de mul- 
üplicité, si un plan de direction fixe 

a(X—x)+B(Y—y)+y(Z— 3) =, 
infiniment voisin de (æ,y,2z), coupe la courbe en à points 

infiniment voisins de ce point. 

Soit {, la valeur de £{ correspondant à (x,y, 3). Les fonc- 

tions f, ©, Ÿ étant supposées développables par la série de 

Taylor, on aura, en posant, pour abréger, f'(t5) = x", 

o'(to) ="; Y(to) 23, ..., 
t— 1)? 

OU ten LL Lente 
D 

t— t,}? 
" D DU uen En 

ee 2 

NES — z'({—t,) + 3 RACE OR 7 4 

Substituant ces valeurs dans l’équation du plan, nous au- 

rons, pour déterminer les # des points d’intersection, l’équa- 

ton 

(ax'+By'+yz)(t—t)+(ax"+8y"+ys") PTE HA 

Si x', y',z!' ne sont pas nuls à la fois, cette équation en 

t— 4 n'aura, en général, qu’une racine infiniment petite : 

le point est simple. 

Mais on aura plusieurs racines infiniment petites dans le cas 

où l’on aurait 
ax'+fGy'+ys —o, 

c’est-à-dire si le plan sécant est parallèle à la cangente 

X=—r Y—y  L—;:z 
j} / æ y z 

Sirop 7e Nan ANR EUR CAES ETUI ET ER EMRENLE 

sans qu'il en soit de même pour z(#, y), 3%), on aura An 

! 

valeurs infiniment petites de {, et ce nombre sera accru si le 

plan sécant est parallèle à la tangente 

X—x  Y=y,. L—7z 
x(#) RE y (2) SA g(n) 
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Donc (x, y, 3) sera multiple d'ordre n, si à chaque valeur 

de 4 voisine de {, correspond un point différent de la courbe. 

417. On peut toujours satisfaire à cette condition en 

changeant au besoin de paramètre. Soit, en effet, en ne con- 

servant que les termes dont le coefficient n’est pas nul, 

X — x — xl) (02 + gt) (bee a 
AD A 21 LA 

At) 
Ne A ET — +. 

or Mrs re l 

SR UTE me 12 “E 
TT DD Pas 

et supposons, pour fixer les idées, m7 n2Zp. Posons 

a") nor a 

DATI 4 1 JUL 

| re: m, 

2: (1) OEEAUT VE ie ur. 

Prenons, pour { — {5, l’un des développements qui satis- 

font à cette équation, et substituons-le dans les équations 

précédentes; elles prendront la forme 

NT ur, Y—y—=d,;ur+..., L—z:—e,uP+.. 

Soit à le plus grand commun diviseur des exposants 

PR TC DO Poser ilviendra 

IX ON == dE IL ze, 

Ces trois équations représentent un cycle de 7 branches, 

et il est clair qu’à deux valeurs infiniment petites de v, dif- 

férentes l’une de l’autre, répondent deux points distincts. 

On doit remarquer ici, comme pour les courbes planes, 

que, s’il existe plusieurs valeurs £4, {,, ... du paramètre qui 

correspondent au point (x,y, z), chacune d’elles donne nais- 

sance à un cycle analogue à celui que nous avons déterminé, 

et l’ordre total de multiplicité de ce point sera la somme des 

ordres de multiplicité partiels ainsi calculés. 

Si le point (x,y, z) est simple, 1l ne correspondra donc 

qu’à une seule valeur de 4. Il faut, en outre, que dans les 
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expressions (3) des coordonnées en fonction de.+ figure un 

terme du premier degré en P. Comme on à 7 Z927, où. 

AUTA J'=MNAS ENT = MEL Dar SUTLé, : 

Y—vy—=d,(X—zx)'+..., Lie (X= TEL 

La courbe aux environs du point (x, 7,3) est donc l'inter- 

section de ces deux cylindres, dont les plans tangents sont 

différents. 

AS. Réciproquement, la courbe d’intersection de deux 

surfaces quelconques à un point simple partout où les plans 

tangents aux deux surfaces sont différents. 

Soient, en effet, (x,7,z) un point de l'intersection, et 

k OF OF OF 
REX MAP EEE ER = y LE Pre à dE ES 7 5x (À æ) - JA IH SEUL z) + 

4 
RAT UD RS OD 0 j 

0PA RTE DAT YSVERSRPEEEE 

les équations des deux surfaces. Les plans tangents étant 

supposés distincts, l’un au moins des trois déterminants 

par exemple le premier, sera Zo. Donc, aux environs du 

point (æ,Y,3), Ÿ — y et Z — z seront synectiques en X— x 

et admettront des développements de la forme 

Y—y=b(X—-x)+b(X— x) +..., 

L—z—=c(X —-x)+c(X — x) +... 

En joignant à ces équations l'identité 

X—x—X— x, 

on a les trois coordonnées exprimées en fonction du même 

paramètre X — x. Le point est simple et a pour tangente 

X—x Y—7Yy Z—: 

I b; Ci 

tune 

# 

PRO R T 
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Pour’ déterminer les coefficients b, et c,, subsutuons les 

valeurs de Y — y et Z— z dans les équations (4). L’identi- 

fication des deux membres donnera 

ORATOE OF 
De C1 Rue 1 — O, 

2b 0, 0, 
DÉRRECY DER UE 

On voit par là que la tangente cherchée est l'intersection 

des deux plans tangents 

0F or 0F 

DM ro M gt 00 
0% 0% OP 
en repense 

et a pour équations 

Na un NV = DZ EA LT 

dE 9®  d®D0F  9F 0® db 9F dE 0® 0% d4F 

Lorsque nous voudrons étudier une courbe gauche aux 

environs d’un point simple, en la considérant comme inter- 

section de deux surfaces, 1l sera permis, d’après ce qui pré- 

cède, d'admettre que les deux surfaces qui la déterminent 

n'ont pas le même plan tangent,. 

Nous nous bornerons exclusivement, dans ce Chapitre, à 

la considération des points simples des courbes et des sur- 

faces. 

II. — Théorie du contact. 

419. Nous appellerons écart de deux points P—(x,7, 3), 

Q—=(x:,Y1, 31), et nous représenterons par | PQ | la somme 

[m—x|+|ÿ—yl+la zx. 

L'écart ainsi défini n’est nul que si P et Q coïncident. La 

distance (x, —x)}+(y;—y)? +(z; — 3)? ne jouirait pas 

de cette propriété pour des points imaginaires. Mais, si l’on 

JT . 
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se bornait aux points réels, on pourrait, sans rien changer 

aux théories qui suivent, la substituer à l'écart dans les dé- 

finitions. 

420. Soient F, F, deux figures (lignes ou surfaces) ayant 

un point commun P. Nous dirons que F a en ce point un 

contact d'ordre n avec F},, si à chaque point Q, pris sur 

cette dernière figure dans le voisinage de P on peut associer 

un point Q de F, de telle sorte que, lorsque Q, tend vers P, 

[QQ,] soit infiniment peut d'ordre ñn +1 par rapport à 

PO] 
421. Contact des courbes planes. — Soient 

ROSE 0 

l'équation de la courbe F; (x,7) les coordonnées de P; 

(ti, 1) et (ti + à, y1 + Ê) celles de Q, et de Q. On aura 

(1) 0 F(ai+a, yi+PB)=F(2:, 71) + Aa + BB, 

À et B étant des fonctions de x,, y1, à, $ qui tendent res- 
— 

à F 
pectivement vers —; — lorsque æ,, y,, 4, $ tendent vers 

0x dy 
DAT ONO: 

S'il y a contact d’ordre n, [a|+|$] et a fortiori |a| et 

| 5 | seront d'ordre 7 + 1, et l’équation (1) montre qu'il en 

est de même pour F(x,,7,). Réciproquement, si F(x,,7y:) 

est d'ordre » +1, 1l ÿ aura contact d'ordre ». En effet, pour 

Li LR Vi Vaio 010, Mlasfonchon tr ERA PRES 

s’annule, et ses dérivées partielles par rapport à &, & se ré- 

duisent à T Le point (x, y) AE simple sur F, l’une 

, AS 0F 
au moins de ces deux quantités, par exemple Jr” sera AS 

L’équation (1) définit donc une fonction implicite & des 

variables x, y1, B, laquelle s’annule pour x, = x, yi =, 

5—o et admet des dérivées partielles; elle sera done infi- 

niment petite lorsque +, — x, y; — y, 8 seront infiniment 
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petits. Si & est défini de la sorte, le point Q —(x, + &,y1 + f) 

sera sur la courbe F, de quelque manière qu’on ait choisi f, 

el pourra être associé au point Q,;. 

Prenons pour 5 un infiniment petit quelconque d’ordre 

n +1 par rapport à |2—x|+|y;—7yl|; F(x;,y:) est du 

même ordre, par hypothèse; enfin x, — x, y; — y, x, $ étant 

ou er OF 
infiniment petits, À et B tendront vers les limites fixes —, 

dx 

oF * re 
Du dont la première n’est pas nulle. La quantité 

Re Er) bp 
À 

sera donc un infiniment petit d'ordre 7 +71 au moins, et 

la|+ [8] sera d'ordre nr +1. Il y a donc bien contact 

d'ordre n. 

Ainsi, la condition nécessaire et suffisante pour un 

contact d'ordre n est que F(x,, yi) soit d'ordre n +1 

par rapport à[PQ;]={|x—x|+{yi—7yl|. 

422. Cela posé, admettons d’abord que la seconde courbe 

F, soit définie par les équations 

LD C),ù PO 

Soient £ eté + dt les valeurs du paramètre qui correspon- 

dent respectivement aux points P —(x,7) et Qi—(x1, y). 

Onranra enedésienantiparau et, eb Mie. Jes dért- 

vées successives de w(4) et de w,(#), 

at? 
B—x=x dt+x— ANS 

12 dt 
Vi—Y à Ce EM Re 

Donc x, — x — y sont du premier ordre au moins par Ù AA rent. P | 
rapport à dé. D'ailleurs, l’une au moins de ces quantités sera 

effectivement du premier ordre; car, P étant un point simple 
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sur F,, æ! et y’ ne peuvent être nuls à la fois. Donc [PQ,] 

sera du même ordre que dt, 

Posons d’autre part 

Ffo(e), (= (6); 
on aura 

Fzs, 1) = Flo dt);o(t+dt)]= Wide) 
dt? 

FD ART 

=W(s) +) dt+...+wr(s) PE 

Cette quantité devant être d'ordre r7 +1, on aura, pour 

conditions du contact demandé, les relations 

COMM EEE MÉCNEC qe TEA Dee. 

Ces conditions prennent une forme plus symétrique si l’on 

suppose les deux courbes données sous la forme 

y = f(x) et Y = f(x), 

lesquelles équivalent, pour la première, à 

7 —f(æ)=0 

et, pour la seconde, à 

CR jme vit et 

On aura alors 

PC) —= fit) — ft) = fix) — f(x) 

et les équations (2) deviendront 

(3) fi(z)= fie), fi(æ)=f (x), 2, fie) = f(x). 

Enfin, si les deux courbes sont données sous la forme 

implicite 

PCT 67) 0 et LAC ARIANE A0 

on n'aura qu'à déterminer l’ordonnée y et ses n premières 

dérivées dans la première courbe, au moyen des équations 

OF OF 
Ages 8 À 

= Ÿ —0, OO He nt 
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et, dans la seconde, par les équations 

OF OF 
PES STAR ER 0 sn 

0x dy Y ; 

Les valeurs de ces quantités devant, comme on vient de 

le voir, être les mêmes dans les deuxcourbes, on n’aura qu’à 

les égaler pour obtenir les équations de condition cherchées. 

423. Contact d’une surface S avec une courbe GC. — 

Soient F(x, y,z)—0o l'équation de S; x, y, z les coordon- 

nées du point P; x,, y, 3, celles de Q,; x; +a, yi + 86, 

3, +Y celles de Q. On aura 

O—F(x; + «, Ya + B, Z1 F y) 

(4) ET, Yom) trAaPBB-C; 

0F 0F 0F 

0x’ dv” ÿz 

LEDÉTENErS PM 20 010,10. 

À, B, C tendent vers lorsque 1, 74, 31, a, By 

S'il y a contact d'ordre n, «, 6, yet, par suite, F(x,71, 31) 

seront d'ordre » + 1 au moins. Réciproquement, supposons 

que F(x,,.71, 31) soit d'ordre n + 1;ilyaura contact d'ordre n. 

ÉnRCHe CE DOUTE 7 2 nu 00: 

la fonction F(x;+a,y;+$,3,;+7y) s’annule et ses dé- 

rivées partielles, par rapport à «, $, y, se réduisent à 

OF OF OF 

pe * Le point P étant simple sur F, une au moins 

a. 0F : 
de ces dernières quantités, telle que 5x? Sera Zo. L’équa- pa - 

uon (4) définira donc & en fonction implicite de æ,, Yi, 31, 

BY: 
Associons à Q, le point Q—(x;+a,yi +8,21 +7), 

6, y étant deux infiniment petits quelconques d'ordre nr + 1: 

_ Fa, y5 21) + B6 + Cy 

A 
ds sera du même ordre au moins, 

9F L] L . . …, 

car À, tendant vers Pr n'est pas infiniment petit. Donc 
A 

|a|+[8|+|7y| sera d'ordre nr +1. 
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Donc, ici encore, la condition nécessaire et suffisante pour 

le contact est que F(x,,y1, 31) soit d'ordre r +1. 

424. Cela posé, soient x = o(t), y — vit), 3 = yat) les 
équations de la courbe C.. 

Soient {, & + dt les valeurs du paramètre aux points P 

et Q,; on aura 
de? 

L—t=x + x" — +..., 
2 

de? 
HE dope d nd Eye 

2 dt 
z—23—=z dt +23 DE TR 

Donc æ;,— x, Yi —Y, 3, — 3 seront du premier ordre au 

moins en dt, et l’un d’eux sera effectivement du premier 

ordre, car, le point P étant simple sur G,, x’, y’, 3! ne s’an- 

nulent pas à la fois. Donc [ PQ, | est de l’ordre de dé. 

D'autre part, en posant 

FLo(t); ot), o(6)] = W(E), 
on aura 

Fix, y, 4)= (+ dt)=W(t) + W'(i)dt+...… 

Les conditions du contact seront donc 

IR ere NE 0) SELS EL) 0 

495. Si GC, était définie comme intersection des surfaces 

DL Yre)—0, Di(2 V2) 10, 

il faudrait, pour appliquer ces formules, concevoir qu’on 

prenne æ —{; y et 3 seraient alors des fonctions implicites 

de ce paramètre, définies par les équations ® = 0, D, — 0. 

On calculera alors par les méthodes connues, pour 1 égales 

à zéro, les dérivées successives de la fonction 

AE (CE) AP (re en 

par rapport à la variable indépendante x. 
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426. Contact de deux courbes gauches G et Ci. — 

Soient F(x,7,3)—0, 3(x,7y,z)—oles équations de C;. 
(2, Y, 3), (dis Vas 21), (mi + a, ya + B, 31 + y) les coordon- 

nées des points P, Q,, Q; on aura 

O—F(zi+a, yi+B,z+7) 

. = F(x1, 1, 3) + Aa + BB + Cy, 
J 

ON (TI Yi + B;, Zi) 

(24, Yi Z1) + La + V6 + € y. 

S'il y a contact d'ordre n, «4, $, y et, par suite, F(x,,71,21), 

(Xi, Yi, 31) seront d'ordre r + 1 au moins. 

Réciproquement, supposons que 

F(zx, Yies nl) LOL F(L1, Vars 31) 

soient d'ordre ñn +1. 
41 —— — hf Le ———— Le dé ——— (@ ps ns = PO E n E e 0 Qra 0Ëles foncUuQns 

F(x, + «, Yi + B;, ist ar 

F(æ+ «, Yi+6; Z1+ y) 

s’annulent, et leurs dérivées partielles, par rapport à 4,6, y, 

se réduisent à 

0, OF, 0P 0x’ dy” re 

0x dy  0z 

Le point P étant simple sur C, l’un des trois déterminants 

formés avec ces dérivées, par exemple LSCR EE as AE sera Zoo. 
0x0y 0x ody . 

Les équations (5) détermineront donc «, $ en fonction 1m- 

plicite de æ;, y1, 1, Y. 

Associons à Q, le point Q obtenu en prenant pour y un 

infiniment peut quelconque d'ordre n +1; « et $ seront du 

même ordre au moins; Car la résolution des équations (5) 

les donne sous forme de fractions, dont le numérateur est 

d'ordre 7 + 1, tandis que le dénominateur As — B x, ayant 



424 PREMIÈRE PARTIE. — CHAPITRE IV. 

pour limite 

n'est pas infiniment petit. Donc [2|+[5|+]|7|] sera 

d'ordre 7? +1, et 1l y aura contact d’ordre n. 

La condition nécessaire et suffisante pour un contact 

d'ordre r est donc que F(x,,7,,3) et (Li, Y1 1) soient 

d'ordre nr +1. 

Soient maintenant 

De 0), Po: to;: 2 00) 

les équations de la courbe C,. On verra, comme précédem- 

ment, que [ PQ, ] est de l’ordre de dt, et qu’en posant 

les conditions du contact seront 

6 WC) SAC EE AP CO 20 

Le COR RS TETE 

427. Si les deux courbes étaient données par les équations 

VER LOT) RE TUR EE 
et 

TAN z—o(x), 

en prenant? pour variable indépendante, ces équations pren- 

draient la forme symétrique | 

(on JAPAN R MOINE  .) AE LR 

1 gt) ae) pr)=pitr) 0 p(2) = pit 
428. Enfin, si elles étaient définies par les équations 

PAPY Ra 0) DE 0 

et 

RÉ RE Re Dir Me 0, 

on n'aurait, pour obtenir les conditions du contact, qu’à 
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égaler les valeurs de y, z et de leurs x premières dérivées 

dans les deux courbes. 

429. Contact de deux surfaces S et S,;. — Soient 

HET) ON'équauonudess; (x, y,z:)'el (rm sr)4les 

coordonnées de P et de Q,. On voit aisément que la condi- 

uon d’un contact d'ordre # estque F(x,,7,, 31) soit d'ordre 

n +1 par rapport à | PQ, |. 

Cela posé, soient 

æ—oq{(t,u), 7 —=pi(é, u), 3 —o({,u) 

les équations de S,; (4,u)et (+ dt, u + du) les valeurs 

des paramètres aux points P et Q,; on aura 

| td —x=AÀ d+B du, 

(8) N Yi —Y =A,dt+B, du, 

3, —3 = À, dt + B, du, 

À, B,... étant des quantités variables qui ont pour limite 

d® 09 

DROLE 
On voit aisément que | PQ, | est de Pordre de | 4 | + | du |. 

Soit, en eflet, M une quantité positive plus grande que 

Go | |do 

ot |” | ou 
petites de {et de u, 

) AS -; onaura, pour toutes les valeurs suffisamment 

LAS MR PME SES 

donc fx, —x|, |y;:—y|, | —z| seront moindres que 

M|dt|+ Ml}du|; et, en les ajoutant, 1l viendra 

[PO,]<3M(|dt| + ]du|): 

Mais, d'autre part, P étant un point simple de S,,le déter- 

minant 

DE an D po 
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(ou, à son défaut, l’un de ses deux homologues) sera <o. Or 

les deux premières équations (8), résolues par rapport à d£ 

et du, donneront 

(AB, —- BA,) dt Se B,(x;, — x) — B(y:— 7), 

(AB, — BA,)du——A,;(x,—x)+A(yi—7), 

d’où 

[AB,— BA, |(|d|+]du|)<2M(|z;—x|+|yi—7|) 

<2M[PQ,]. 

D'ailleurs AB, — BA, a pour limite le déterminant D : donc, 

en désignant par À une quantité quelconque un peu plus 

petite que | D}, on aura, pour toutes les valeurs suffisamment 

petites de dt et du, 

_2M dt} + du 12 TP, 

Le rapport de [PQ,] à |dt|[ + ]du| étant ainsi compris 

entre deux limites fixes différentes de zéro, ces deux quan- 

tités sont du même ordre. 

Si donc nous posons 

Elo (eu) on ESC CCE PE EAN 

la condition nécessaire et suffisante pour le contact d’ordre n 

sera que l'expression 

Fax, Ya, 1) = W(t+ dt, u + du) 

0 à Oo 
A UE TI ra mr nalt A ee 

soit d'ordre ñ + 1 par rapport à | del + |du|. 

430. Cela revient à dire que {a fonction Wet ses déri- 
vées partielles jusqu’à l’ordre n inclusivement sont toutes 

nulles. | 

En eflet, si ces dérivées sont nulles, W(£ + dt, u + du) 



APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DE LA SÉRIE DE TAYLOR. 427 

se réduira au reste de la série de Taylor 

I vf ss à FE d \?+1 ; ’ 

a) ES) (a 5 + du à) W(t+0 dt, u + 0 du) d8. 

Soit N une constante plus grande que les modules des déri- 
d+iW dr+if 

den+i AS RM TE ou"+! 

dt et du seront assez petits, le module de l'expression précé- 

vées partielles d'ordre nr +1, - Lorsque 

dente sera moindre que 

1 
1 

ni CHdE 2 du} N 48 Side) + dupe 
0 

L'ordre du contact sera donc au moins égal à n. 

Il ne pourra d’ailleurs surpasser 7, si les dérivées d’ordre 

n +1 ne s’annulent pas simultanément. En effet, si dans l’ex- 

pression de Wii + dt, u + du) nous négligeons les termes 

dépendant des dérivées d'ordre > nr +1, et qui représentent, 

comme on vient de le voir, un infiniment petit d'ordre 

> n+1,0on aura approximativement 

( 0 o \2+1 | 

dE + dus) w(t,u) 

W(t+dt,u + du) — A EN Ge 

quantité dont l’ordre ne peut être supérieur à n +1 pour 

toutes les valeurs du rapport de du à dt. Supposons en effet 

du = À dt, 

À étant réel et positif. On aura 

ie ES À 4) 

[F(t+dt,u+du)| Drior Re 

DA) re Re Por D De) 

quantité dont le numérateur ne s’annule pas en général, 

mais seulement pour un nombre fini de valeurs de À. 

431. Si les deux surfaces étaient représentées par les 
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équations 

2 (RONDS) et 2 alt 04) 

ces équations de condition deviendraient (en prenant #, y 

pour variables indépéndantes) 

PROC Un ire ii 
(9) Has dx Arr dy — dy” 2 dy" De dy" 

432. Enfin, si elles sont représentées par des équations 

EC 0 
el 

Fi(æ, y: 5) —0, 

on exprimera que le contact a lieu en égalant les valeurs 

de z et de ses dérivées partielles ] jusqu ‘à l’ordre n, respecti- 

vement calculées dans les deux surfaces. 

433. Pour le contact du premier ordre, par exemple, il 

faudra exprimer d’abord que (x, y, z) est un point commun 

Ôx 

déterminées dans la première surface par les équations 

É PRET TU ce 
aux deux surfaces, puis égaler les dérivées —, RS Elles sont 

» 

OF OF os OF 0F 0s 
en DO eo Se SNA 
dz 0% ; 0Y  dz dy 

et dans la seconde par les équations 

DE, 0F, 0e 2 0F, 0F, 0 
PPOTRGE Omer op Nos 0e 

OF, OK, OF 
0x dy 0z 

» Où que le déterminant 

La condition de contact est donc que soient. 

roportionnels à JF OF, CA 
| | 2] dy SE 

ÜZ 
0F0F, OFF, R k 
dy 03  0dz 0 À et ses analogues A, et À, soient nuls. 

Ces conditions expriment que (x, y, 3) est un point sin- 

gulier sur la courbe d’intersection des deux surfaces FetF,. 
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434. Remarques. — 1° St deux surfaces S et S' ont un 

contact d'ordre n en un point, leurs intersections avec une 

troisième surface S" passant en ce point sans les y toucher 

auront un contact d'ordre n. 

Car les coordonnées d’un point Q infiniment voisin de P 

pris sur la courbe S —o, S" — 0 satisfont par hypothèse à 

l'équation S'— 0 aux infiniment petits près d'ordre n +1. 

D'autre part, elles satisfont rigoureusement à l'équation 

S” — o, qui, Jointe à celle-ci, caractérise la courbe S'— 0, 

S’— o. Il ya donc contact d’ordre » entre les deux courbes. 

2° Deux lignes (ou deux surfaces) ayant un contact 

d'ordre n avec une troisième ont entre elles un contact de 

méme ordre. 

Cela devient évident si l’on écrit les conditions du contact 

sous les formes (3),(3)et(o). 

435. Osculation. — Soient C une courbe (ou surface) 

quelconque, K une autre courbe ou surface dont l’équation 

(ou les équations) contienne un nombre de paramètres égal à 

celui des conditions trouvées ci-dessus pour que K ait avec 

C un contact d'ordre 7 en un point donné. 

S1 l’on donne successivement à ces paramètres différentes 

valeurs, on obtiendra une famille de courbes (ou surfaces) K. 

Celle de ces courbes (ou surfaces) où ces paramètres sont 

déterminés de manière à satisfaire aux conditions du contact 

d'ordre n est dite osculatrice à G au point considéré. 

436. Au lieu de déterminer les paramètres de K par la 

condition d’avoir avee C un contact donné en un point 

donné, on pourrait se proposer de les déterminer de telle 

sorte que K rencontrât C en un certain nombre de points 

donnés. 

Soient, par exemple, C une courbe plane ayant pour équa- 

tions 

æ—o@(t), Y —=opi(t}, 
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K une autre courbe dont l’équation 

Fa ao 

contienne ? + 1 paramètres. 

Posons, comme précédemment, 

FTo(e), g()]=W(6). 

La courbe passera par les 2 + 1 points {+ Af,{HA,t,..., 

t+ A, t, si l’on a les équations de condition 

Pt EA)= 0 ME CTEATI)= 0, FONCIER ARRETE 

Il est aisé de voir que, st les points t+ At, ...,1+A,t 

tendent simultanément vers le point fixe t, la courbe K 

aura pour limite la courbe osculatrice à C au point t. 

En effet; soit, pour fixerlesadées ALAN EX 

La fonction Ÿ s’annulant aux points { + At, t+ A6, ..., 

t + At, sa dérivée W” devra, d’après le théorème de Rolle, 

s’annuler en À points {+ At, IH At, ..., t + A't res- 

pectivement compris entre { + At et € + At, entre { + À,t 

eté+ A:t,.... De même, la fonction VW”, dérivée de Y”, de- 

vra s’annuler en 7 — 1 points { + A4, ..., t + À’, { respecti- 

vement compris dans les intervalles de + A tàat+ A,t,...; 

et ainsi de suite jusqu’à la dérivée ni°"° de W. On aura donc 

POLAIRE APT) OR PART EEE 

ANPTCA, Atiétaniicompiis entre AAA 

S1 donc A! et A, tendent vers zéro, ces équations devien- 

dront à la limite 

CE 0 WP(T)E= 0; are HS 0: 

Ce sont précisément les relations qui caractérisent l’oscula- 

ton. 

437. Ce raisonnement s’appliquerait identiquement au 

cas où, C étant une courbe gauche, K serait une surface ou 
une autre courbe gauche, et conduirait au même résultat. 

Mais si G et K sont des surfaces, la fonction Y dépen- 
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dant de deux variables, on ne peut plus raisonner comme 

ci-dessus, et la proposition à établir, bien que restant vraie 

en général, est en défaut dans certains cas particuliers. 

III. — Enveloppes. 

438. Soit F(x,7,c)—o une famille de courbes planes, 

caractérisées par les différentes valeurs attribuées au para- 

mètre c. Donnons à c une suite de valeurs C5, C1, Ca, 

Nous obtiendrons une suite de courbes 

NAS EE RER CHE 0: EN RAT lente) 

Marquons les points d'intersection À, B, C, ... (fig. 13) 

, Pa 
B 4 

LS ï À . 

\ 
\ 

| | 

de chacune de ces courbes avec la suivante. Si les valeurs 

successives attribuées à c se rapprochent indéfiniment les 

unes des autres, les points A, B, CG, ... se rapprocheront 

également et finiront par dessiner une courbe continue, qu'on 

nomme l’enveloppe des courbes F(x, y, c) = 0. 

Pour trouver l’équation de cette enveloppe, considérons 

l’une de ces courbes 

Kb er=0 

et la courbe infiniment voisine 

Efron e t'a) 0: 
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Leur point d’intersection sera défini par le système de ces 

deux équations. 

Mais on a 

F °F dc? 
F(æ, y, c+de)=F(æ, y, e) + de + D ee NES O 

OCNEZD È 

ou en supprimant le terme F(x, »,c), qui est nul, et divi- 

sant par dc, 
JF ROSES Sie 

oc Désta r- PESs 

À la limite, dc étant nul, on aura simplement 

On obtiendra donc l’équation de l’enveloppe en élimi- 

nant c entre les équations 

OF 
Free; Fr ; 

439. Remarques. — 1° Si ces deux équations sont incom- 

patibles, 1l n’y a pas d’enveloppe. 

2° La règle donnée pour trouver l’enveloppe suppose que 

l'expression F(x, y,c) n’a qu'une seule valeur pour chaque 

système de valeurs de x, y, €. S'il en était autrement, l’en- 

veloppe cherchée pourrait échapper en tout ou en partie à 

cette détermination. 

Cherchons, par exemple, enveloppe des courbes 

(1) æ+Vi—y+c—o. 

APrPR er EE PE 
L’équation ee DE réduisant ici à 1 —0, 1l semble 

qu'on n'ait pas d’enveloppe; en effet, les branches de courbe 

æ+Vi—y+c—=o et LV Ee- CE Ue—-0 

ne se coupent pas. Mais, le radical Vi — y? pouvant être 

affecté du signe Æ, la courbe (1) contient une seconde 
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branche æ— ÿ1—7y?+c—o, laquelle coupe la courbe 

T+ Vi — y?+ c + de — 0 enun point qui tendra, lorsque dc 

se rapprochera de zéro, vers une limite définie par les équa- 

tions 

z+Vi—y+c—o, æ—Vi1— y +c—=o. 

AE NA = 2 8 c 
Eliminant c, on aura, pour l'équation de l'enveloppe, 

Vi—y}=0o ou 1—Yy*—0. 

On aurait obtenu ce même résultat en chassant le radical 

de l’équation (1) qui serait devenue 

1— y —(x+c)} —=o. 

L’équation étant mise sous cette forme, on aurait 

OF ASS 
O—=— —2(r+0c 

oc 
et, en éliminant c, 

1— Y}= 0. 

440. Taéorime. — L’enveloppe est tangente en chacun 
de ses points à l’enveloppée correspondante. 

L’enveloppe est définie par le système des deux équations 

OF 
PEL EC), FREE O. 

Soient donc Zo, Jo les coordonnées d’un de ses points, 

Co la valeur correspondante de c; on aura 

à 0F, 
F,=:0, FACILE 

Co 

Ét bre pr, dE nt en désignant, pour abréger, par F5, —— ce que deviennent 
dc, 

dF 
HeEt Js lorsqu'on y remplace x, y, © par æo, Yo, Co- 

L’enveloppée correspondante au point (xs, Yo) a pour 

équation 
FÉLEPPCINE— 0: 

J. — I. 28 
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Soit maintenant (Z,, Y1,C,) un point de lPenveloppe infi- 

niment voisin de ©, ; on aura les équations 

0F 
F sn ra SE 1 O, dc, 0; 

À FRA OF | 
F, et —— désignant ce que deviennent F et Je Pour æ = %4, 

dci 

M VIDE IC 

Pour établir qu'il y a contact entre l’enveloppe et l’enve- 

loppée, 1l faut montrer que F(x,,y1,c0), résultat de 

la substitution des coordonnées x,, y, dans l’équation de 

l’enveloppée, est au moins du second ordre par rapport à 

[21 — 20] +71 ol. 
Orona 

F(xs, Vaso) F[zxi, VAS CEE Co)] 

1 O02F4 
= = Co AN 3 DE o) 

OF | 
= Fi — NC ss 

= 0F a . 
Mais F, et es sont nuls. Cette expression sera donc du se- Fi 

cond ordre au moins par rapport à €; — Co. 

D'autre part, posons, pour plus de clarté, 

0F 
Fe — D(x, y, c); 

on aura 

OF 
rm A Yis Ci) 

ms D| x, + (Xi — Los Dante ME Yo) Co + (C1 — C)] 

0® 0® 0® 
=D, + TER (Li— Lo) + or (ro) je (at) ER, 

R étant du second ordre en 4, — 2x9, Yi — Yo, Ci — Co. Or D 

est nul. Si donc nt  EPIN n’est pas nulle, cette équation 
es OCR MN OC P 4 { 

montre que l’ordre de c; — €, est au moins égal à l’ordre de 

la plus grande des quantités |æ,—x,|, [y:—70| et, par 

suite, à l’ordre de | x, — &5| + {71 — ol. 
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; : à À US RU 
Cette démonstration serait en défaut si al était nul. Il 

0 

serait aisé demontrer que, dans ce cas, (Z6, Yo) est un point 

de rebroussement sur la courbe enveloppe. 

441. Soit maintenant F(x,y,z,c)— o une famille de 

surfaces contenant un paramètre c. S1 l’on donne à c une 

suite de valeurs infiniment voisines, deux surfaces consécu- 

tives se couperont suivant une courbe. À la limite, ces 

courbes dessineront une surface, enveloppe des surfaces 

proposées. Proposons-nous de déterminer son équation. 

Soient 

(2) F(æ, y, 3, C)—0 
l’une des enveloppées, 

OF DA TCR 
3) E(æ z,C+dc)=F(x,7,3,c)+—dc+ — — + ( ) ( > Jr &) ) ( >) ) ) dc dc? 1.2 

la suivante. La courbe d'intersection sera définie par les deux 

équations (2) et (3), lesquelles équivalent aux suivantes : 

F(æx, J 5; C) — O0; 

OF & d?F dc 

oc Vi Piiniile END NV aRE 
 — OU: 

À la limite, de — 0, et les équations se réduisent à 

0F 
Leo Em 0 À 

é dc 

La courbe définie par ces équations se nomme la caracté- 

ristique. L’enveloppe cherchée, lieu de ces caractéristiques, 

s’obtiendra en éliminant c entre les deux équalions. 

Une caractéristique coupe l’enveloppée voisine aux points 
définis par les trois équations 

DER 

GIE à 

0F 1 ÀF 
o—F(x,y,c+dc)=F + ATOS 

Dee 0, 0, 

CCR 
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. LA 0 À 

Supprimant dans cette dernière les termes nuls Fet Sr LLC: 
C 

divisant par - de?, puis faisant tendre dc vers zéro, on voit 
2 

qu’à la limite les points cherchés sont donnés par le système 

des trois équations 

JF 0?F 

de — ” dc? (4) F0, 

Éliminant c entre ces trois équations, on obuendra les 

équations du lieu de ces points. C’est une ligne évidemment 

située sur l'enveloppe et rencontrant les caractéristiques. 

Elle se nomme l’aréte de rebroussement. 

Ce nom est motivé par le fait aisé à établir que les sec- 

ons planes de la surface enveloppe présentent un rebrous- 

sement aux points où elles rencontrent ladite arête. 

442. TaéorÈme. — L'enveloppée est tangente à l’enve- 
loppe tout le long de la caractéristique. 

En effet, l'enveloppe a pour équations 

OF 
F(x 2 IC) O0. RME D, ( ) ns " ) e > 3 dc. 7 

Soit (Zo, Yo: 70 Co) un de ses points; on aura 

DES 
F0 se O re 0 

: dCo 

L’enveloppée correspondante aura pour équation 

Er; Ci) 0: 

Soit (Zi, Y131,C1) un point de l'enveloppe infiniment 

voisin de (9, Yo» Z03 Co); On aura 

OF; 
HE 0 —— —0O 

4 j dc ? 

et il faut prouver que F(x,,71, 31, Co) est du second ordre 

par rapport à [ti—%o| +|ÿ1— Yo] +31 — 20 |: 
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Oron a 

Ft; Yi S13 Co) =F[t:; Vas sir Ci (Ci — Co) 

OF MO À 
Ne el CIE a ne CHARTE 

(4872 1 

Cette expression est du second ordre en c,— cs. 

D'autre part, posons, pour plus de clarté, 

0F 
a DT V2 0): 

on aura 

0F 
0 — D AD Y1 Z15 C1) 

= Pr +(xi— xs), ...) Co + (Ci: — Co) 

_ 0®, 0®, 
Mon no) TE PE (C1 — Co) +R. 

Or ®, est nul et R du second ordre en Zz,—%6,..., Cy — Co. 

C Nan MOD EE 
ette équation montre que, si FT En PACE n'est pas nul, 

0 0 

Ci — Cÿ Sera au moins de l’ordre de la plus grande des quan- 

tités [æi—%o|, [Ya — ol; | 31 — 30|, et, par suite, au moins 

de l’ordre de leur somme. Donc F(x,,Y1;31,Co) sera au 

moins d'ordre 2 par rapport à cette dernière quantité. 
9 

, . . , . o 0? 

Cette démonstration serait en défaut si l’on avait 5 _ 0, 
| | c? 

auquel cas le point (%6, Yo, 30) appartiendrait à l’arête de 

rebroussement. Il serait d’ailleurs aisé de voir que cette arête 

est une ligne singulière sur l’enveloppe. 

443. Taéorime. — L'arêéte de rebroussement a en chaque 

point un contact du second ordre avec l’enveloppée cor-- 

respondante, et touche la caractéristique. 
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Cette arête est définie par les équations 

OF dE 
Je a DCE Tea 

F0, 

Soit (To; Jos 30: Co) un de ses points; on aura 

EF, ®F, 
Fi==0 O [e) 0 — — — . 

ÜCs oc? 

L'enveloppée correspondante sera donnée par l'équation 

Ft Ÿ; 3, Co) — 0, 

la caractéristique par les équations 

OF(x 5510 
EUX, Z, Co 0: INPI EREES 

es 

Soit (Ti, Yi 31, C1) un point de l’arête de rebroussement 

infiniment voisin du précédent; on aura 

oF; ®F, 
— = 0 —— — 0. 
dc; dc? kr Il 

Le théorème sera évidemment démontré si nous prouvons 

OF(T:,Y15 31, Co) 

OC5 

du second, par rapport à | æi— xo| + [ya — Yo + [231 — 20 |. 

Or la quantité 

que F(x:,Y1, 31, ©) est du troisième ordre, et 

F(zx:, V1 #1) Co) = à fre Y'1 315 Ci — (Ci — Co)] 

=F,— Ads _ 

est du troisième ordre en €, — Co. 

En second lieu, posons 

OF; 7;z;0) 
a a DA ARE 
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On aura 

ii 315 Co) 
Dre == LE EE AE S1) Co) 

or, V1 NL (Ci — C)] 

25 0, J 0? 1 2 hi ER CRROUES dc (Ci Co} +. 

quantité du second ordre en €; — C4, car on à 

Poe 0%, EF, 
PEER NOR OCR PANO CA 

Il reste à prouver que €; — c, est au moins de l’ordre de la 

plus grande des quantités [z,— x5|, [yi—9ol, | 31 —20|, 

et, par suite, de l’ordre de leur somme. Pour l’établir, po- 

sons | 
dE 
de —_d(r, 'HCAMAE 

On aura 

0°F 
(8 Pre dc? =D (T4: V1» 71 C1) 

= D(To+ Ti — Lo, ro CO Ci — Co) 

0®, 0 
— D, + PAT NT IC 0 

dc; 
(Ci — Co) +R. 

dF 
Grp a est nul et R du second ordre en æ,— x, ..…, 

0 

Ci — co. Gette équation montre que €, — €, est au moins de 

l’ordre de la plus grande des quantités | x, — 25{, [y1— ol; 

| z z,|, pourvu que pes EF soit Z o SA Æ0Q |» DENT ET ; 1 ol P q dc dc? < 

Si cette quantité était nulle, la démonstration serait en 

défaut. Dans ce cas, (75, Yo, &) Serait un point singulier sur 

l’arête de rebroussement. 

444. Soit enfin F(x,y,z,a,b) une famille de surfaces 

contenant deux paramètres & et b. Si l’on change a et b en 
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a + da et b + db, on obtiendra une surface 

OF OF 
LA COPIE NEPAL EE DE 0e 

Si da et db sont infiniment petits, et quel que soit d’ail- 

leurs leur rapport, la surface passera par le point défini par 

les équations 

Eliminant a et b entre ces équations, on obtiendra l’équa- 

tion de la surface enveloppe. On vérifiera sans peine qu'elle 

est tangente à l’enveloppée. 

IV. — Courbes planes. 

445. Considérons une courbe plane, définie par deux 

équations 

PET à GO 
Les fonctions ©, o,, étant supposées développables suivant 

la série de Taylor, admettent une dérivée continue. La 

courbe est donc rectüfiable, et son arc s a une dérivée égale 

à x? + y’? (111); on aura donc 

dr py#dt. 

446. Soient P un point ordinaire pris sur la courbe; x, y, t 

ses coordonnées. 

Tangente et normale. — L’équation générale d’une 

droite 

(1) Y—aX—a—o 

contient deux paramètres dont on pourra disposer pour faire 

passer la droite par le point P et établir entre elle et la 

courbe un contact du premier ordre. 
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Il faudra pour cela satisfaire aux deux équations 

(2) o—W(t)—=o(t)—ao(t)—a—y—ax—a, 

Co) CE on 7 

Des équations (1) et (2) on déduit 

Y—y—a(X—x)—o. 

Eliminant ensuite a entre cette équation et l’équation (5), 

on aura l’équation de la droite osculatrice 

X—x. -Y—7y 
! ! 

T 14 

Cette droite se nomme la tangente au point P. 

La perpendiculaire à la tangente, ou normale, aura pour 

équation | 
(X—x)r'+(Y—7y)y = o. 

44T. Pour appliquer cette formule (ou toute autre formule 

dans liquellésteurennent re er Eee hau 

cas où la courbe serait donnée par une seule équation 

28%) E0) 

on n'aurait qu’à poser x — o(t), © étant une fonction quel- 
4 0) 

conque et £ une variable auxiliaire. On aurait alors 

TARN AR VAE LATE 

Quant à y, ce sera une fonction implicite de #, définie par 

Péquation 

FTo(e), y1=o, 

dont on pourra obtenir les dérivées par la règle connue. 

Le plus simple est évidemment de poser æ—=t, d’où 

7 — Oh pe Hneserontiautre choses que 

les dérivées AT LEUR . et seront fournies par les équations 
dx dx? | 

MORE OP dy 
0x ‘dy dx 

(4) \ dE CEE PETER OR dE 
——— D EC), 

È Ox dy dx dar 0) dx? 
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On aura donc la règle suivante pour transformer les for- 
mules : 

Remplacer Li par L'un, SX CL EEE DARRE CO DE 
che dy 

y", ... par les valeurs de —- NT 

tions #4) 

Opérant cette substitution, l’équation de la tangente de- 

is se. tirées des équa- 

viendra 

pre +R ambre 

et l'équation de la normale sera 

448. Cercle osculateur. — L’équation d’un cercle 

(X— a}?+(Y — 8} — R?— 0 

contenant trois paramètres z, $, R, on pourra les déterminer 

de manière à établir un contact du second ordre au point P, 

entre le cercle et la courbe. 

Ce contact sera exprimé par les équations 

(5) o— F(t)—(xz—a} +(y—65Y—R 
(6) o—5#F'(t)—(x—a)x + (y —$6)}y", 
(7) o=32W()=(x—a)z + (y —$)y"+r?+ y". 

De ces deux dernières équations on tire 

RÉ A LOL 

(8) He PE g'y"-yixt 

nn (REP) 

(9) 7 —b— TRES | 

et, en Substituant dans l’équation (5), 

CRE DE he æ'y" a ylx 
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Le rayon R du cercle osculateur et les coordonnées &, $ 

de son centre se trouvent ainsi déterminés. 

449. Le lieu des centres des cercles osculateurs se nomme 

la développée de la courbe primitive C. Pour l'obtenir, 1l 

faudrait substituer, dans les équations (6) et (5), les valeurs 

de x, y, x', y", x”, y'en fonction de £, et éliminer t entre 

les deux équations. 

On remarquera que l’équation (6), en y regardant , Ê 

comme des coordonnées courantes, n’est autre que l’équation 

de la normale à GC. L’équation (5) est sa dérivée par rapport 

au paramètre €. La développée est donc l’enveloppe des 

normales. 

450. Courbure. — On nomme courbure moyenne d’un 

arc le rapport de l’angle © formé par les tangentes extrêmes 

à la longueur As de cet arc; courbure en un point(æ, y)la 

limite vers laquelle tend la courbure moyenne d’un are infi- 

niment petit commençant en ce point. 
! . 

Soient = le coefficient angulaire de la tangente en æ, y, 
7 

Y'+ Ay' 

Th AT 

o l'angle de ces deux tangentes. On aura 

Y'+ Ai N 

Z'+AX x ML z'Ay!'— y! Az! 

celui de la tangente au point (x + Az, y + AY), 

tango = 

+ messe Er 

4 —+- Ay' Yo 

Or on a sensiblement 

tango — 0, 

Apr Er, 
x! Ay'— y! Ax!— (x'y"— y'x") dt, 

(z'+ Ax')x'+(y'+ Ay')y=zx?+ y'?, 

d’où 
x! y" — VE 

— L dt 

? x + y? ) 

aux infiniment petits près du second ordre. 
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On a d’ailleurs, avec la même approximation, 

AS Vz'?+ y”? dt. 

æ'y"— y! x" 

c- 
(x25Y2)4 

Elle 
Mr s à 

La courbure Æ — lim Ts sera donc égale à 
$ 

I 
ER? KR étant le rayon du cercle est, comme on le voit, égale à 

osculateur. 

Ce cercle a la même courbure que la courbe proposée. En 

effet, As désignant un arc de cercle el © l’angle des tan- 

gentes à ses extrémités, ou, ce qui revient au même, l’angle 

des deux rayons menés à ses extrémités, on aura évidemment 
o RO 
——'SÉTA CE AIG die 
As a R 

On donne souvent à ce cercle le nom de cercle de cour- 

As — Ro, et la courbure 

bure ; son centre et son rayon seront dits le centreetle rayon 

de courbure. 

451. L'expression trouvée ci-dessus pour o est positive ou 

négative, suivant le signe de la quantité 

14 ! 

DS RE Pepe 1 (2) . 

Si cette quantité est de même signe que x, la quantité 
! 

EL coefficient angulaire de la tangente, croîtra ou décroîtra 

en même temps que x. La courbe tournera donc sa convexité 

vers les y négatifs. 

Ce serait l'inverse si z!7"— y'x" était de signe opposé à x. 

452. Les points où z'y"—y'x"—o se nomment points 

d’inflexion. La courbure y étant nulle, le cercle de cour- 

bure aura son rayon infini, etse confondra avec la tangente. 

La tangente T en un point d'inflexion se confondra 

avec la tangente T'en un point infiniment voisin aux 

infiniment petits près d'ordre supérieur au premier. Car, 

en bornant l’approximation au premier ordre, l'angle w de 

ES PE pat A 

LR 
2. 
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ces deux droites est nul; en outre, le point de contact de T” 

est sur la tangente T. 

453. Les formules précédentes se simplifient si x est pris 

pour variable indépendante, auquel cas il faudra poser x'=1, 
x" — O0 

Il viendra dans ce cas, pour la différentielle de l’arc, 

dti y" cr 

pour l'équation de la tangente, 

enr (Xe), 

pour la courbure, 

et, pour l'équation des points d’inflexion, 

y 0: 

454. Il est souvent préférable, pour ne pas détruire la 

symétrie entre les deux coordonnées, de prendre comme 

variable indépendante l’arc's de la courbe. 

Dans ce cas, la formule. 

ds =Vx"?+ y"#dt, 

où l’on pose { —s, montre qu’on a l'identité 

(10) L'ÉYÉEU, 

dont la dérivation donne 

(11) L Lx" + Y' y" —O, 
IEEE (12) g'+ y?+ xx" + y'y"— 0. 

La formule de la courbure devient 

(13) HSk y y' re 



+ Ah » 

AS 28 
vu 2 ra 

PT OR TE TE NDS SR CT 
“ 
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Des équations (11) et (13) on déduit 

æ"—=— ky!, Vie Ko 

puis 

(LEE TE Ce PE 

et enfin 

(15) ki kate" Kyo x! 2. — pl, 

On donne le nom d’équation intrinsèque de la courbe à 

la relation 
k = o(s) 

qui existe entre la courbure Æ et l'arc s. 

Une semblable équation définit complètement la forme 

de la courbe, sans déterminer sa situation dans le plan. 

Les coordonnées x, y d’un point de la courbe s’obtien- 

dront en effet en intégrant les équations différentielles 

L'ATE PRES 

! 1/4 1 He 

T'Y PAPAS): 

On satisfait à la première en posant 

LCOSU, Vi Sin td, 

u désignant une nouvelle variable. 
Il vient ensuite 

æ'—=— u'sinu, Ve URCOS LU, 
L'y"— y'a = uw! — o(s), 

u—®(s)+c, 

P(s) désignant l’une des fonctions PRIS ES de w(s). 
Il vient ensuite 

æ'—= cos(®s + c), y'=sin(®s + c), 

il cos(®Ds + c) ds + x,, 
0 

s 

J—= |] sin(®s+c)ds+y 
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ou 
S $ 

2 = cose [| cos®s ds— sine [| sin Ds ds + +,, 
0 0 

S $ 

y —=sin cf cos®s ds +cose f sin Ds ds + yo. 
0 0 

Ces équations définissent une famille de courbes dépendant 

des trois paramètres €, Zo, Vo: 

Mais toutes ces courbes sont superposables; car 1l suffit 

de changer l’origine et la direction des axes pour ramener 

les équations précédentes à la forme 

2= [| costs ds ri sin Ds ds. 
0 0 

455. Proposons-nous d'appliquer les formules qui. pré- 

cèdent à quelques courbes simples. 

Parabole. — On aura 

7 mn ji 

d’où, en prenant z pour variable indépendante, 

VE MA" 722 

DE A A RE ee 

Différentielle de l’arc : 

d=\/1+ Pde=(/i+ ar. 
V 2% 

Équation de la tangente : 

Y—y= Xe) 

Rayon de courbure : 

(+4) 
Re Y 

— p° Fe D? 

y 

19 [0 
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Développée : les formules (8) et (9) donnent 

Y'(E+ y?) 14 #3 P (p°+y*)y 

BLREPNE " x 2 
14 4 Ar TE 

2 2 

x + PTX STD 
P 

12 2 2 3 

= Y + hum = + pie Y 2 
4 AE f éd 

On en déduit 

t—p 
2 Re ÿ°=— P'$. 

Mais l’équation y? == 2 px donne 

PS DIT 

Substituant dans cette équation les valeurs de x et y®, 1l 

vient 

NES ù 3 
pB?— ne au IE 

»4 

456. Ellipse. — On a 

équation qui équivaut aux deux suivantes : 

= 0 COS Le y = bsiné. 

On déduit de celles-ci 

x'—=— a sin £, Ve LecOSre 

x"— — a cost, y"—=—bsiné, 

puis . 

x'?+ y'?— a? sin? + b? cos°t, 
z'y"— y'x"— ab. 

On aura donc, pour la différentielle de l’arc, 

ds — Va? sin*t + b*cos’t dt; 
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pour l’équation de la tangente, 

X—acost Y—bsint 

Erin D COS D 

pour le rayon de courbure, 

R — (a? sin?£ + b? cos?t) i$ [oe 

ab 

et, pour les coordonnées du centre de courbure, 

b cost(a? sin?£ + b?cos?t) a? — L? 
a — a Cost — = ——— cos? { 

ab a | 

(en remplaçant sin?{ par 1 — cos?t), 

; a sin t( a? sin?{ + b? cos?t a?— b? . 
D De Up AInRs aie" COS'e) de LT sing ab b 

(en remplaçant cos?£ par 1 — sin?£). 

On en déduit 
CS 

1 
(ai 6%)Ecos (ax)? 

EE 
Le (a BY sin — (bBŸ. 

Élevant au carré et ajoutant, on aura l’équation de la dé- 

veloppée 
D 

1 [19 2 
3 (aa) +(bB) = (a— 05°). œ 

457. Cycloide. — On donne ce nom à la courbe engen- 

drée par un point d’un cercle qui roule sans glisser sur une 

droite fixe. | 

Pour obtenir les équations de cette courbe, prenons pour 

axe des æ la droite fixe et pour axe des y la perpendiculaire 

menée par le point décrivant au moment où il se trouve sur 

l’axe des x. 

Considérons une seconde position du cercle générateur. 

Soit OA ( fig. 14) la quantité dont le point de contact s’est 

déplacé sur la droite OX. D’après la définition du roulement, 

il devra s’être déplacé de la même quantité sur le cercle. Le 

J. — I. 29 
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point qui décrit la cycloïde se trouvera donc dans une posi- 

tion B, telle qu’on ait AB — AO. 

Fig. 14. 

Cela posé, soient a le rayon du cercle, t l’angle ACB, que 
nous considérons comme variable indépendante. On aura 

NO APE Ar 

æ—OA=—BD= Ar "asint, 

y=AC--CD—a —acost. 

On déduit de ces équations 

æ'—a(i1— cost), VAE ASIN Le 

L'Et SinL, Phare 

æ'+ y'—2a(1 — cost), 

æ'y"— y!x"— — a (1 — cost). 

La différentielle de l'arc sera donc 

a V2 — 2 cost dt. 

La tangente aura pour équation 

X—x ___ Y—7 

a(i— cost) 1 asiné 

La normale aura pour équation 

(X =) = cost) H(Y-=y)sinf 0, 
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Le point où elle coupe l’axe des x s’obtiendra en faisant 

YŸ — o dans cette équation. On trouvera 

LA STE 

I — Cost 
Xi Dre — a(t— sint) +asint = at. 

La normale passe donc par le point À, où le cercle géné- 

rateur touche l’axe des x. 

La distance N de ce point au point B, qu’on nomme la lon- 

gueur de la normale, sera donnée par l'expression 

N — V(X — x) + y? 

— Va? sin*£ + a?(1— cost}? — a/2 — 2 cost. 

Le rayon de courbure sera égal à 

er 24\2= 2 COS; 

Il est donc double de la normale en grandeur absolue. 

[2a?(1 — NE 

— a?(1— cost) 

Les coordonnées du centre de courbure seront 

a—a(t—sint) +2asint—=a(t+sint), 

B—a(1— cost) —2a(1— cost) —=— a(1— cost). 

Posons, dans ces équations, 4 = x + £,; elles deviendront 

a— ar+a(t; —sint), 

B——2a+a(ir — cost;), 

et l’on voit qu’elles représentent une cycloïde égale à la pro- 

posée, mais déplacée de ax dans le sens des x et de —2a 

dans le sens des y. 

V. — Géométrie infinitésimale. 

458. Soient , k, ... des infiniment petits connus, «, Ê 

des quantités qui leur soient liées par des équations 



452 PREMIÈRE PARTIE. — CHAPITRE IY. 

Supposons qu'on veuille déterminer a, 6, ... aux infini- 

ment petits près d’ordre n;1l est clair qu’on pourra sup- 

primer «a priori dans les expressions de h, X, ... à porter 

dans les équations f — 0, # — o tous les termes dont la pré- 

sence n'altérerait &, $, ... que d’un infiniment petit d'ordre . 

5 n. On verra aisément dans chaque cas, avec un peu d’at- 

tention, ce qui est négligeable et ce qui ne l’est pas. 
Dans les applications géométriques du Calcul différentiel, 

les infiniment petits à, 6, ..., k, k, ... qu'il s’agit de cal- 

culer en fonction les uns des autres sont rattachés ensemble 

par une figure de laquelle on déduit les équations 

1 O, ®—O, 

qui les lient, 

Au lieu d'établir les équations exactes et d’y négliger 

ensuite certaines quantités, il est souvent plus simple de 

considérer, au lieu de la figure rigoureuse, la figure appro- 

chée qui s’en déduirait en négligeant ces quantités; de cette 

nouvelle figure on tirera les équations approchées. 

Pour que ce procédé soit légitime, il faut évidemment 

qu’on soit en mesure d'établir que les changements de la 

figure n’altèrent le résultat à obtenir que d’une quantité négli- 

geable eu égard à l’approximation qu’on demande. La néces- 

sité de cette discussion diminue notablement les avantages 

que présente souvent la méthode géométrique au point de 

vue de la simplicité et de l’évidence. 

Les exemples suivants éclairciront ces considérations gé- 

nérales. 

459. Soient P, P' deux points pris respectivement sur deux 

courbes C, C'; r la longueur du segment de droite qui les 

joint; rx, tx, l'x les angles que la demi-droite P’P et les 

tangentes P£, P'£! forment respectivement avec la direction 
PRE RE AE UE Me AIN VAE AT 

des + positifs; tr —txæ—rxett'r —t'x—r'x ceux que les 

tangentes forment avec la droite r; enfin s, s/ les ares comp- 
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tés respectivement sur les courbes C et C à partir des 

points M, M, origines des arcs, jusqu'aux points P, P’. La 

longueur 7: et l’angle a seront des fonctions de s, s'; cher- 

chons leur différentielle totale, 
Projetons le quadrilatère curviligne P'PQQ'P' sur une 

droite quelconque; la somme des projections sera nulle. 

Opérons une première projection sur une droite D per- 

pendiculaire à r. La projection de P’P sera nulle. 

Celle de PQ est égale au produit de la longueur de sa 

corde (laquelle a pour valeur principale ds) par le sinus de 

l’angle qu'elle forme avec r, lequel est sensiblement égal 
MEN 

à tr. La projection de PQ a donc pour valeur principale 
AP 

sin ér ds. 
AS 

Celle de QQ' sera égale à (r + Ar) sin(r + Arzx). La va- 
ON 

leur principale est — r drx. 
Enfin, celle de Q'P' a pour valeur principale 

er 
OI LIT OS 

On aura donc cette première relation 

MENU 7. 
(1) r dræ=sintér ds — sint'r ds!, 

Projetons maintenant la figure sur la droite r. 
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La projection de P’P sera r. 
/N 

Celle de PQ sera sensiblement égale à cos tr ds. 
70e 

Celle de QQ/ sera — (r + Ar)cosArx, ou —(r + dr) en 

négligeant les infiniment petits du second ordre par rapport 
EN 

à ds, ds'; car, Arx étant du premier ordre d’après la formule 
7 

précédente, 1 — cos Arzx sera du second ordre. 

Enfin, la projection de Q'P' a pour valeur principale 

es — cost'rds!. 

On a donc cette nouvelle relation 

fx AS ; 
(29 dr = costr ds — cost'r ds'. 

Si le point P’, au lieu de se mouvoir sur une courbe C/, 

restait fixe, on aurait ds — o et les formules deviendraient 

EN RRESTTS 
(2) rdrx = sin tr ds, 

A 
(4) dr —costr ds. 

Ces formules donnent lieu à des applications très nom- 

breuses. 

460. 1° Soit r — f() l'équation d’une courbe en coor- 

données polaires. On demande l'expression de la différen- 

uelle de l’arc de cette courbe et la direction de sa tan- 

gente. 

On aura ici rx — # et l’on déduit des équations (3) et (4) 

ds? = dr? + r°? do, 

Ter gér= re 

461. 2° La courbe GC étant supposée quelconque, portons 

sur ses diverses normales une longueur constante r. Le lieu 

de leurs extrémités sera une courbe C, parallèle à C. 

er 
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LES 
Appliquons la formule (2). Par hypothèse, dr et costr 

AS 
sont nuls; on en déduit cos {/; — 0. 

Donc deux courbes parallèles ont les mêmes normales. 

462. 3° Soient encore GC une courbe quelconque, C sa 

développée; r la normale à C; elle sera tangente à C'; on 

aura donc dans la formule (2) 

ANT A 
= et LT ON RO ENT: 

suivant le sens dans lequel les arcs sont comptés sur la 

courbe C/. La formule se réduit à 

HIER ENLSE 

et en intégrant de s, à s°, 1l viendra 

Fi To=E(s, —5). 

Donc un arc de la développée est égal à la différence 

entre les longueurs des tangentes à ses extrémités, arré- 

tées à la développante. 

463. 4° Considérons deux ellipses homofocales C, C’. Par 

un point M de C, menons deux tangentes 

MA,=7r, MA=r, 

\ 

à la courbe C/. Elles seront également inclinées sur la tan- 

gente à C. On aura donc 

PS AS 
COS + COS és = 0. 

On en conclut que la différence entre l'arc A, A: et la 

somme des deux tangentes 7, + r, a une valeur constante. 

Soient en effet s°, s, les valeurs de l'arc s/ aux points A,, 

A2; On aura 
arcA,;As— 5, — 5. 
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Déplaçons infiniment peu le point M; r,, r2, A; À: subi- 

ront des variations 

dr dr Usa: 

Or on a, d’après la formule (2), 

FR 
dr, = costr; ds — ds’, 

PEN , 
dr, — costr, ds + ds,, 

? A , 9 he , « l'angle t'r, étant nul et l’angle tr, égalàr. 

Ajoutant ces équations, il vient 

dr,+ dr,= ds, — ds, — d'A, A, 
d’où 

li+ le = À À, + const. 

464. 5° Soient 71, ..., r les distances d’un point M à 

n points fixes F,,..., F,. Si on les assujettit à une relation 

DUT TADSE 0, 

le point M décrira une courbe C. Cherchons à déterminer sa 

tangente. 

On déduit de la relation donnée 

IT ARE + Cid are 0; 
dr: OT» 
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Mais, d'autre part, si M se déplace sur la courbe CG, on 

aura, d’après l’équation (4), 

PEN PR 
dr\= costr ds, Re dr=1Costr us, 

et, par suite, 

—— COSÉTy +... + = cosir,—=0. 
Pr 0re 

Si donc sur chaque rayon vecteur r; on porte une lon- 

0 SA: 
gueur a la projection de leur résultante sur la tangente 

i 
cherchée sera nulle. Cette résultante est donc dirigée suivant 

la normale. 

465. 6° Soient M un point d’une elhipse; r,, r: les deux 
ES 

rayons vecteurs menés des foyers F,, F; à M; r,x, r:œ, tx 

les angles que ces rayons vecteurs et la tangente forment 

avec l’axe des x. Cherchons le rayon de courbure R äu 

point M. 

On a, comme on sait, 

D'ailleurs 

Enfin, les rayons vecteurs ayant pour bissectrice la nor- 

male 
FRS 2e 
dr —+ Le Re 

Donc 

DA AN FPE 
DÉDER TITLE TI T, 

AN Péter 
IN on di + dr 

dtLi— STATION EU 
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Or la formule (3) donne 

Le ET 
Vi OT LS IT AAS: 

a ES 
la Arte minire ts 

et 

AE 70 
Sin 7, —= SIN l'o. 

On aura donc 

2 I TNT 7 
SL} SIN rss 

ri Ta 

466. Soit à construire la tangente à la courbe K lieu des 

sommets d’un angle o de grandeur constante dont les côtés 

restent tangents à deux courbes données. 

Soient ABC, A,B,C deux positions voisines dé’ cet 

angle. Il s’agit de déterminer la direction limite de la 

droite BB... 

L’angle des deux droites AB, A, B, est égal à celui des 

droites BC, B,G,. Si nous le considérons comme du pre- 

mier ordre, les arcs AA,, CC, seront du même ordre et BB, 

également. | 

Au contraire, la distance de À à la tangente A,B, et celle 

de C à B,C, seront du second ordre. Si donc par À et C on 

menait des parallèles à À, B, età B,C,, leur point d’intersec- 

tion f serait à une distance du second ordre de B, et, par 

suite, infiniment petil par rapport à BB,. La direction limite 

de BB, sera donc la même que celle de B$. Mais B$ est une 



APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DE LA SÉRIE DE TAYLOR. 459 

corde infiniment petite du cercle lieu des points d’où l’on 

voit AC sous l’angle ©. La tangente à ce cercle donnera donc 

la direction cherchée. | 

467. Soit à circonscrire à une courbe donnée un triangle 

d’aire minimum. 

Supposons le problème résolu. Soit ABC un des côtés du 

triangle. Déplaçons-le d’un angle do de manière qu'il vienne 
h] 

en AÀ/B/C et soit encore tangent à la courbe donnée 

en B’. 

L’aire S du triangle aura subi un accroissement 

AS = DOC. DAS 

dont la partie principale dS doit être nulle pour qu'il y ait 

minimum. 

S1 de est du premier ordre, 1l en sera de même de BB’. La 

distance de B à la tangente A’B'C/ sera du second. 

Par le point B menons une parallèle BE à A'B', et, du même 

point comme centre, décrivons un cercle CF de rayon BC. 

L’aire du secteur BCEF sera - BCdg. Celle de BDC'E et de 

CEEF seront évidemment d’un ordre plus élevé. Donc la va- 

leur principale de DCC' sera = BCds. 

On voit de même que celle de DAA' sera . BA de. 
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Pour que dS soit nulle, il faudra donc qu'on ait 

POESDA: 

Donc, pour qu'il y ait minimum, il faut que les points de 

contact du triangle avec la courbe soient situés au milieu de 

ses côtés. 

VI. — Courbes gauches et surfaces développables. 

468. Soient 

OL) SEEN NE) MES ECS LE) 

les équations d’une courbe gauche ; x, y, 3, t les coordon- | 

nées d’un point P pris sur cette courbe. 

Les fonctions ©, ®,, ©, étant supposées développables par 

la série de Taylor, la courbe sera rectifiable et son arc aura 

pour différentielle 

ds =Vx"?+ y'?+ 2" dt. 

469. Tangente et plan normal. — Les équations d’une 

droite 

(1) Y—aX—a—o, Z— aX —a—0o 

contiennent quatre paramètres dont on pourra disposer pour 

établir un contact du premier ordre au point P entre la 

droite et la courbe. 

Il faudra pour cela satisfaire aux équations 

te) (Sa RS ENCE 3 — AX — %j—=0, 
2 

({ y'— ax! = 0, 3:— at! — 0. 

Des équations (1) et (2) on déduit 

Y—y—a(X—zx)—o, Z—:—a(X — x) —=o, 

et, en éliminant à, &,, on aura les équations de la droite 

osculatrice ou tangente s 

X x. Y—7y ASS: 
g! 
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Le plan perpendiculaire à la tangente, ou plan normal, 

aura pour équation 

CRAN EN.) (ZE) 2 EC 

Si la courbe était donnée par deux équations 

F(x, y, 5)—0, D(x, y, 5) — 0, 

il faudrait, pour appliquer ces formules, y remplacer ° par 

l'unité, y’ et 3! par leurs valeurs déduites des équations 

CHRET OR ALL pr 2 

DEN Jye0 Voz hate 
0D 0® , 0 

Par cette substitution, les équations de la tangente devien- 

dront 

X — x < Y—7y nu ZL— 3 

OF 0® OF 0®  0F 0%  9F 0®  0F 6® OF vd 
mt rt nt de — —— — —— —— —— —— — — 

et celle du plan normal prendra la forme 

X—x Y—7y L—3z 

oF 0F OF | 

dx 0Y z D. 

0% 0% 04 

dx 0Y 2 

T0. Plan osculateur. — L’équation 

(5) AX +BY +CZ+D—o 

contient trois paramètres (les rapports des coefficients À, B, 

C, D) dont on peut disposer pour établir entre le point et la 

courbe un contact du second ordre. Cette condition sera 

exprimée par les équations 

(4) Az +By,.+Cz + D—o, 

(5) + Ax'+By'+Cz 0, 

(6) ADI BYÉC RONDE 
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Des équations (3) et (4) on déduit d’abord 

(7) A(X—zx)+B(Y—7y)+C(Z—z)=o. 

Éliminant ensuite À, B, C entre (5), (6), (3), il viendra 

XV y 7, da 

Les coefficients À, B, C auront donc, à un facteur commun 

près, qu'on peut supposer égal à l’unité, les valeurs sui- 

vantes : 

A=y'z"— 37", Bros CE TPE SRE 

Ces coefficients satisfont identiquement aux équations (oi 

et (6), ainsi qu’à celle-ci : 

(8) A'x'+ B'y'+C'z —o, 

laquelle s'obtient en prenant la dérivée de (5) et supprimant 

- les termes qui se détruisent en vertu de (6). 

4T1. L'équation ci-dessus du plan osculateur contient le 

paramètre £, variable d’un point à l’autre de la courbe. Consi- 
dérons la surface enveloppe de ce plan, lorsqu'on fait varier 

ce paramètre. 

La caractéristique de cette surface sera donnée par l’équa- | 

ton 

(9) AIX 2) BEN OU) 0 

jointe à sa dérivée par rapport à # 

A'(X—x)+B'(Y—7y)+C(Z—-:)—Ax —By'—Cz'=o. 

Cette dernière équation se réduit à 

Go)  A'(X—zæ)+B(Y—y)+C(Z—:)—0, 
en vertu de l'équation (5). 
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Cette caractéristique n’est autre chose que la tangente 

X—x  Y—7y ZL—3z 
x! 2 z! 

au point (x, y, 3). En effet, si l’on donne à X — x, Y — y, 

Z — : des valeurs proportionnelles à x’, y, z', les équations 

(9) et (10) seront identiquement satisfaites, leurs premiers 

membres contenant en facteur les quantités A x! + By'+Cz' 
et A/x' + B'y + C'z/. 

Le point où la caractéristique rencontre l’arête de rebrous- 

sement est défini par les équations (9) et (10), jointes à la 

dérivée de l’équation (10). Cette dérivée se réduit à 

(11) A'(X—x)+B'(Y—y)+C'(Z = z3)—0, 

en tenant compte de l'équation (8). 

Les équations (0), (10), (11), combinées entre elles, don- 

neront évidemment 

NX 7, Dont LEZ 

Donc /a surface enveloppe des plans osculateurs a pour 

caractéristiques les tangentes à la courbe proposée et 

pour aréte de rebroussement cette courbe elle-même. 

Réciproquement, soit donné un système quelconque de 

plans P dont l'équation contienne un paramètre £. En faisant 

varier ce paramètre, on obtiendra une surface enveloppe dont 

les caractéristiques seront des lignes droites, tangentes à 

l’arête de rebroussement, et le plan P, ayant un contact du 

second ordre avec cette arête de rebroussement, lui sera 

osculateur. 

On donne le nom de surfaces développables aux surfaces 

engendrées par les tangentes à une courbe, ou enveloppes 

d’un plan variable dont l'équation ne contient qu’un para- 

mètre. Ces deux définitions sont en général équivalentes, 

comme on vient de le voir. 

Toutefois, la seconde a sur la première l’avantage d’em- 

brasser les surfaces coniques et cylindriques, 
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On obtient les surfaces coniques en supposant que le plan 

variable soit assujetti à passer constamment par un point 

fixe, qui sera le sommet du cône. Ce point unique jouera le 

rôle dévolu en général à l’arête de rebroussement. 

On obtiendra les cylindres en supposant que le plan va- 

riable reste constamment parallèle à une droite fixe. Les 

génératrices caractéristiques, étant parallèles à cette droite, 

ne se couperont pas. La surface pourra être considérée comme 

la limite d’un cône dont le sommet s'éloigne à l'infini dans 

une direction déterminée. 

AT2. Enveloppe des plans normaux. — Le plan normal 

au point (+, y, 3) a pour équation 

N=z(X—x)+y(Y—y)+23'(Z2—3)—=o. 

Cette équation contient le paramètre t. En le faisant varier, 

on obtiendra pour enveloppe une surface développable. 

La caractéristique de cette surface est une droite qu’on 

nomme l'axe du plan osculateur. Elle a pour équations 

N==0; 

ON ON Le PNA # ; 12 FRA = Pier 1 (X—x)+y'(Y—y) +3" (Z—z)—2?— y 32 —0o. 

Elle est perpendiculaire au plan osculateur, car les équa- 

tons 
Ar + By +G3=0, 
A TI B y” + Cz'— 0, 

trouvées plus haut, montrent que chacun des deux plans 
ON $ ; 

N "0; 7 = 0 esl perpendiculaire au plan osculateur. 

Enfin l’arête de rebroussement de cette surface sera donnée 

par les équations 

aN O?2N 
NEO; —— —O — — 0. 

dt 2 ot? 

4T3. Cercle osculateur. — Les équations générales d’un 
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cercle sont 

CAE OV BE (ZENERE 

m(X — à) + n(Y—B)+p(Z—y)=0, 
4, P, étant les coordonnées de son centre et R son rayon. 

eve . S nm 
Nous avons 1c1 six paramètres : a, fi, y, R,—; £., qu'on 

pourra déterminer de manière à obtenir un contact du second 

ordre au point (x, y, 3). 

On aura, à cet effet, les six équations de condition 

(12) (æ—ax)+(y —6)}+(z—7y) —R'—o, 

CONRAD T0 6) +2 (270, 

(4) z'(x—a)+y'(y —B)+3"(3—7y) ++ + 3 o, 
m(xæ—a)+n(y—6)+p(z— y) —o, 

max'+ny'+ps'—=o, 

ma"+ny"+pz"—=o. 

Des trois dernières on déduit, en éliminant m, ñn, p, 

m—a4 y—8 z—7y 

ve y 3 11} 

x" Va [/4 

ou 

(15) A(z—a)+B(y—$)+C(z—7y)=o. 

Cette équation montre que le point (x, $, y) est dans le 
plan osculateur. 

La deuxième et la troisième montrent que ce point se 
ON . 
HF = 0; dont l’intersec- trouve dans les deux plans N — 0, 

tion est l’axe du plan osculateur. Le centre cherchése trouve 

donc à l’intersection de cet axe avec le plan osculateur:. 

Pour calculer &, 8, y, R, nous résoudrons les équations 

(13), (14)et(15) par rapport à x — a, y —$, z — y. Le dé- 

terminant 
[A MN 2 

x" a _ 

ARE 



rt LUS ST EAN LE RE ER OUR LE ES TES 
on #4 ‘£ ET ETS CAC be 4 S'PARTTE, 

' LR ? ” » y, 3 re 1! 
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de ces équations étant égal à A? + B? + C?, on trouvera | 

(ERA ET PET Er) 
PAPE A+ B?+ C + 

__(Az'—Cx')(a+ y+ 22) 
PPT arbre Cr de 
__. _(Ba'—Ay)(a?+y+32") 
ñ RES AAA RES IC: : 

et, en substituant dans (12), 

(no? Lives 2) 

__ (At+B?+ CC) 

x [(Cy'—B3'}}+(Az'—Cx'}+(Bz'—Ay'}]. 

Re 

Or la quantité entre parenthèses peut s’écrire 

(A+ B'+C)(x?+7y?+3?)—(Azx +By'+ Css), | 

et, comme 

Ax'+By"+ Cz— o, 
il viendra 

(x+ y?+ 22) 

ne —— 
VA? B?# C7 

474. Sphère osculatrice. — L’équation d’une sphère 

(X— a} +(Y—b)}+(Z—c)—=p! 

contenant quatre paramètres, on pourra obtenir un contact 

du troisième ordre. 

On devra, pour cela, satisfaire aux équations 

(æc—a}+(y—b}4+(s—c)=p?, 
M=zxz{(x—-a)+y(y—b)+3 (z—c)—=0, 

SRE 
dE 

M 

PENSE 

dont la première donnera p?, après que les trois autres auront 

fourni &, b, c. 
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Le lieu des centres des sphères osculatrices n'est autre 

chose que l’arête de rebroussement de l’enveloppe des plans 

normaux. Car ce lieu s’obtiendrait en éliminant t entre les 

: . oM 92M : 
équations M — 0, Tr = Or — 0, el l’arête de rebrous- 

Era 5 N 
sement en éliminant { entre les équations N — 0, = 0; 

D — 0. Or M ne diffère de N que par le signe et par la 

désignation des coordonnées courantes (a, b, c, au lieu de 

DENT IST 

Nous admettrons, pour simplifier le calcul de &, b, c, 0, 

que nous ayons choisi pour variable indépendante l'arc s de 

la courbe, compté à partir d’un point fixe. On aura, dans 

cette hypothèse, 4 — 5, d’où 

di = ds = Va? + y? + 2 de, 

et, par suite, 

(16) TH Y+ 31, 

Prenant la dérivée de cette équation, on aura la suivante : 

Z'£" + J'Y" + gl a" — 0. 

Formons les dérivées de M en tenant compte de ces rela- 

tons. Il viendra 

o0— M —={(x—-a)x +(y—b)y  +(3—c)z 

M 
nie #e = (æ—a)x" +(y—06)y" +(z—c)z +r, 

9°M (1/4 1/4 (1/4 pe Ce) DUO YA ECS ESC) Zn 

? 

En désignant par D le déterminant 

J L 
a ‘ 
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on déduira de ces équations 

OL | D CAD 

A' 

AZ — 

On aura de même 
B' 

CE Arts 

A 

MU Tant 

et enfin 

LEE 
p=V(r a) Er BE 0 5 

On peut donner à cette valeur de p une autre expression. 

Le point (a, b,c) étant sur l’axe du plan osculateur, qui 

coupe ce plan au centre du cercle osculateur, o sera l’hypo- 

ténuse d’un triangle rectangle ayant pour côtés R et la dis- 

tance À du point (a, b, c) au plan osculateur. 

Or, le plan osculateur ayant pour équation 

AUX x) EL BY VE CZ =) 0: 

on aura 

__ A(a—x)+B(b—7y)+C(c—32) 

ee + VA?+ B'+ C? 

1 AA'+ BB'+ CC 

D +VA + B+C 
A?+ B°+ C? t 

D ) 

h 

Mais, en tenant compte de l’équation (16), on aura 

I à 

VAS BI Gr 

1 
; 2 2 2 

Désignons, d’autre part, par 7 la quantité A LE + C 

(que nous retrouverons plus tard sous le nom de rayon de 
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torsion.) ; 1l viendra 
REESETARE 

d’où 
DRE RETIRE, 

#75. Soient 

p un point (x, y, z) de la courbe correspondant à une va- 

leur £ de la variable ; 

T la tangente ; 

P le plan osculateur. 

Soit p, un point de la courbe infiniment voisin de p, cor- 

respondant à la valeur {+ dt, et soient x + Ax, y + Ay, 

z + Az les coordonnées de p,; T,, P, la tangente et le plan 

osculateur correspondant. 

Les distances de p, à p, à T et à P, de T, à T, et les angles 

de T, avec T et P, de P, avec P sont autant d’infiniment 

petits, dont il est intéressant de déterminer les valeurs prin- 

cipales. 

Distance de p, à p. — Elle est égale à VAzx? + Ay? + Az?, 

ou, en remplaçant Ax, Ay, Az par leurs valeurs approchées 

TANIA EN RARE 

Vz'+ ya 31 dt = ds. 

4T6. Angle de T, avec T. — On sait que l'angle v de 

deux droites, dont les cosinus directeurs sont respectivement 

proportionnels à a, 6, c et à a, b,, c,, est donné par la 

formule 
ad, + bb, 4e CC: 

RE 

Va?+ b?+ ca? + b? +0! 

On en déduit 

PR nu OC) Gare DOTE CONS 
(a+ b+ ct}(ai+ bi + c?) 

ns (aiLtbct) (ai bic?) 

sin? ® = 
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Pour appliquer cette formule, il faudra y remplacer a, b, c, 

ai, b,, ©, par leurs valeurs actuelles 

! ! æ', Y', 2, æ'+Ax', y'+Ay', z3'+ Az, 

ce qui donnera 

anne (y'Az'— 5'Ay'} + (3 'Ax'— x' Az') + (x! Ay'— y'Ax'}?, | 
/ CPE (æ?+ y?+ 32)[(x'+ Ar! } + (y'+ AY} + (3 + Az'}? |? 

Ax', Ay', Az’, étant infiniment petits, peuvent être négligés 

au dénominateur, qui est fini. Au numérateur, on les rem- 

placera par leurs valeurs approchées 2” dt," dt,z" dt. Il 

viendra alors 
A+ B?+ C? 

Sin 0 ——  — — dt. 
| (x?+ Yi+ 32) 

Donc +, qui est égal, au troisième ordre près, à sin ©, aura 

pour valeur approchée 

née 6 Cr eh LE portes à 

__ VA?+ B?+ C? 
à x? + y + z'2 dé. 26 

Pre 

Nous appellerons courbure, comme dans les courbes 

planes, la limite du rapport de l’angle de deux tangentes 

voisines à l'arc qui sépare les points de contact. Cette limite 

est évidemment égale au rapport des valeurs principales de 

ces deux quantités ; en la désignant par £, nous aurons donc 

LA TOP VA?+ B?+ C? i 
PI ET dE CN STATUTS, à: D ? 3 

R désignant le rayon du cercle osculateur. 

Ce cercle, son rayon et son centre pourront s'appeler, 

comme pour les courbes planes, cercle, rayon et centre de 

courbure. 

T7. Angle de P avec P,. — Cet angle 4, égal à celui des 
normales à ces deux plans, sera donné par la formule sui- 
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vante, analogue à la formule (15), 

(BAC —CAB)*+(CAA—AACY+(AAB— BAA" 
(A+ B?+ C?)[(A + AA) +(B+ AB) +(G+AC)/ 

sin? — 

au dénominateur, on pourra négliger AA, AB, AC; au nu- 

mérateur, on les remplacera par leurs valeurs approchées 

ANRCV-2 hs dt, 

ARE CORTE CIE, 

dû (&'"y"— 73") dt. 

Posons, comme précédemment, 

x 

D — x" y" 

ru LA gun 

on trouvera 

BAC — CAB — Dx'dt, 

C AA — À AC — Dy' dt, 
À AB — B AA — Dz! du, 

ee D'(22+ y°+72)df VENTES 
RARE ETES PTE CU EU CAP ENS ET ON SET OPEL (A?+ B?+ C?}? (A?+ B?+ C:) 

et, en remplaçant le sinus par l’arc, 

D 
D ds, A?+ B'+ C? 

D 

ds. A?+ B?+ C? 

courbe ; nous la désignerons par +. Son inverse se nomme le 

La quantité se nomme la torsion de la 

rayon de torsion. 

478. Angle de P avec T,. — Cet angle 0 est donné par 

la formule 

Afx'+Ax')+B(y'+ Ay') + C(z'+ Az) 
Sin 

Au dénominateur, on peut négliger Ax', Ay', Az!. Au nu- 
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mérateur, on les remplacera par leurs vai approchées 

x" dt + x" dt, y"dt + {y"de?, z Fe +5 z!'dt?. 

tarte que l’on a 

Ax'+By'+Czs'—o, 

Az" +By"+Cz"—o, 
ATIE By è C = D 

RE 7 

et mettant 0 au lieu de son sinus, il viendra 

Fr D ET ICLSE 
tr VA? + B?+ Cÿz + y?+ 2" 2 

#79. Distance de p, à T. — Nous avons trouvé (403), pour 
la distance du point (x, «,,%) à la droite 

X —a + dt, Y—=a,;+ b,1, Z= a; EE 

la formule 

n b?+ bi + 02 

Nous avons ici 

4Œ— ZX, dj — Y, As — 23, 

œ — x + Âx, t—=Y + AY, > — 3 + As, 

DEC: USA DIE 

La formule deviendra 

Fee (y'Az — s'Ay}? + (3 Ax — x'As)?+ (x'Ay — y'Ax)} 

AVR ON CRE RON Ep PRO 

ou, en remplaçant Ax, Ay, Az par leurs valeurs, 

de 
AÂx Ale LA qe De TETE 

dt? 
Ay =Jdt+y — +... 

de? 
Az — 3' dt + RAT T E 

5 A+ B?+C? de 
EVE — = 7 À ds’: CARS ES den ne HO TP NE IE 
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480. Distance de p, à P. — Elle est donnée par la for- 

mule connue 

A(æ+Ax—x)+B(y+Ay—7)+C(z+Az—:) S—+ CRT 
VA? + B?+ C: 

ou, en remplaçant Ax, Ay, Az par leurs valeurs approchées, 

m'dt+ix"dt+ix" di... 

481. Distance de T à T,.— Appliquons la formule trouvée 

pour la distance de deux droites, en y posant, pour &, &;, @», 

b, b,, Do, à, a, à, B, 1, 2, leurs valeurs actuelles x, y, z, 

x’, Y', 3, æ+Ax, y+Ay, 3 + Az, x'+Ax, y'+ Ay/, 

z' + Az. Il viendra, pour la distance cherchée e, 

Re A4 D 

où 

Ar Az! — x 

LATE ARE 
Az Az —:23! 

Le dénominateur a pour valeur principale VA BEC. 

On a, d’autre part, 

dt? dt dt? 
z'dt + 2" — Ha ne æ'dt + 2" —— MAS AT. 

dt? dE dt? PE PP, RER | D y rares "dt + y" ni ARE Let 
Vo RTE M" sé * 14 

S Al sÉvars mer LE HR tel 

ou, en ajoutant aux termes de la première colonne ceux de 

da deuxième et de la troisième, respectivement multipliés 
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par — +dt el par dt (ce qui n’altérera pas le déterminant), 

de 3 
x” dB (it — 1) +... z'dt + &"— +... —x 

y" dt 1 1 Le | 17/4 de ! 1) Bye (ST PRET AL LE EE A LS PA à | 

à 
s"d®(i—1)+... z"dt+ 5" +... —3 | 

ou, en réduisant chaque terme à sa valeur principale, 

DO TUAEET 

1 7 7 ! D L 
L=-5 dû 2 34 U 4 = — es LL ee 

7 ll 27 4e. 
22 L< Ad [l 

Donc 

med di kr ds 
Le à JE 

AS Bras (2 12 

482. On nomme plans osculateurs stalionnaires ceux qui 

correspondent aux points où D = 0. La torsion étant nulle 

en ces points, le plan osculateur P s’y confondra, au deuxième 

ordre près, avec le plan osculateur en un point p, infiniment 

VOISIN. 

En outre, la distance de P à p, sera du quatrième ordre. 

Le plan P aura donc un contact du troisième ordre avec la 

courbe, et se confondra avec la sphère osculatrice. 

On voit par là que les plans stationnaires sont analogues 

aux tangentes d’inflexion des courbes planes. 

483. Proposons-nous encore de calculer la différence entre 

un arc infiniment petit et sa corde. 

Nous simplifierons un peu les calculs en admettant qu’on . 

ait pris pour variable indépendante l'arc s. 

On aura, dans ce cas, 

Z?+ y?+ z'2— } 

et, en différentiant, 

x! CERN z's"— 0, NE 
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puis 
ga" + y'y" + s'a" + LUS JE 2" — 0. 

On déduit de là 

GE bz'e Cry yat) y — (z'a" = x'z")z! 

= LYS te!) 2'(yha 32) 

LC a (à re) 7! 

Az'—Cz'——7y",  Bz'—Ay== 3", 
L 

et la formule de la courbure devient 

k2— x"? + y'a EE ET (a ar y y z'z"). 

Cela posé, soit ds un arc infiniment petit; sa corde sera 

VAx? + Ay? + Az?°. Il s'agit d'évaluer la différence de ces 

deux expressions. 

On a identiquement 

ds — VAz?+ Ay?+ Az! — gs (Az? + Aya), 

ds + VAR qe
 Ay? + Az? 

Le dénominateur de cette expression est sensiblement 2 ds. 

Pour avoir le numérateur, on remplacera Ax, Ay, A3 par leurs 

développements : 

2 ,» ds os 
Ar =x'dsS+x — +x" — +... 

2 6 

Développant et ordonnant suivant les puissances de ds, il 

viendra 

(1 Eu æx?— y? — 3?) ds? — (LATE EMIEE FA dsè 

z"+ y" z/2 æ'a"+ y! y" + 3!'z7" 

= | —— + ——————“#{  ———— 9 RL AT À 
4 3 

Les coefficients des termes en ds? et ds? s’annulent. Celui 

du terme en ds‘ sera, d’après les équations précédentes, 

4? 

(æ"+ y'+ z"2)(— 1 + — —— re 
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Donc la différence cherchée a pour valeur principale 

12 gs TU 

d'OS ARS | 

484. On nomme normale principale au point (x, y, 3) la 

perpendiculaire à la tangente située dans le plan osculateur; 

binormale la perpendiculaire au plan osculateur. Ces deux 

droites forment avec la tangente un trièdre trirectangle. 

Déterminons les cosinus directeurs de ces trois droites : 

1° Les cosinus directeurs à, b, c de la tangente, étant pro- 

portionnels à z/, y’, 3!, seront respectivement égaux à 

x! dx y! dy 

19 TS 12 es ds ? BAT: 12 12 Ep ds è | Vale" 3 Vr?+y?+s 

z' dz 

WE + yr+ 3" ds 

2° Ceux de la binormale &, $, y étant proportionnels à A, 

B, C seront égaux à 

A B C 
VArEBIEC VAEBIEC WA+Bi+C 

3° Enfin la normale principale étant perpendiculaire aux 
ET RO CPE SIN OR SR PR ST PONS ENS deux droites précédentes, ses cosinus directeurs À, pu, y 

satisferont aux équations 

Ax'+puy'+ vs! —o, 

AA +pB +yC—o, 

et seront proportionnels aux quantités 

Cy'—Bz', Az'—Cx', Bz'—Ay!. 

On aura donc 

À — CP be 

Cy'—B:z 
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et, comme Az’ + By’ + Cz'— 0, 

Cy'— Bz' 
———— ————— —yb— Ge. 
VOB ONE pe 3°) U É 

On aura de même 

H—ac—7yda, 

v—fa— ab. 

485. Cherchons comment varient ces cosinus directeurs 

lorsque le point (+, y, 3) se déplace infiniment peu sur la 

courbe. 

On aura d’abord 

! x 
da = À 

Vz + y + 3" 
co HAUI æ'(æ'æ"+ y'y" ass) 4 

(ÉPESSRRRE (a+ ya+ 3) 
F3 DATE VE SN) a (x'a"+yy"+ ss") 4 

RAD ETS, 

Bz'_Cy AH B+ C? RC ea VA RRQ, "ere 
(z?+ y?+ 20 T AS + 3 

On aura de même 

db ——pKk ds, dec——vKkds. 

On aura, en second lieu, 

A PRE An 2e nn Fi 
RES 

_ A'(A+ B'+ C*) — A(AA'+ BB'+ CC) y, 

(A2+ B?+ C:)? 

PAR A PUS AC) 

(A? + B?+ C?ÿ 

UCr—-Bz")D 
s (A+ B'+ C?} 

dt== tds; 
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et de même 
dé = pra, dy = vr ds. 

Enfin 

di = d(yb—Bc)= db + b dy — c df —$ de 

= (—yuk + by — cur + Bvk) ds 

— (Bv — y) ds + (by — cu)rds. 

On a d’ailleurs 

DYMO (ax 0) = tac a) 

a(æ?+fB+y*)—a(aa+ bB+cy) 

&, 

Il 

bic Nb (ba ab) = lac") 

—— a(at+ bt+c)+a(aax+bB+c;) 

Er es 

Donc 

dh = ak ds — ar ds, 
et de même 

du. = bk ds — Gr ds, 

dy = ck ds — yr ds. 

486. Il résulte de ces formules qu’une courbe est complè- 

tement définie lorsqu'on connaîtra : 

1° La loi suivant laquelle la courbure et la torsion varient 

en fonction de l'arc s comme variable indépendante ; 

29%1es valeurs der, #;13,14,16; 0,14; BEN MES EEUrES 

pondantes à une valeur particulière de s, à la valeur zéro, 

par exemple. 

En effet, les formules précédentes donnent les dérivées, 

par rapport à s, des quantités 

de dy dz 
hors Pere C= a 0; YA ILLESS 

en fonction de ces quantités elles-mêmes, de la courbure et 

de la torsion. En les différentiant, on obtiendra les dérivées 

secondes, et ainsi de suite. Mais, pour s — 0, on connaît les 

de” SR na ni 
Le Dan à -<e -# NT id 
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valeurs des quantités &, b, c, 2, 5, y, À, 4, y. On aura donc, 

pour s — 0, la valeur de toutes leurs dérivées. 
; AE dx 

Connaissant ainsi, pour $s — 0, les valeurs de x, a — PE 

da dx 
Te — ji? ‘* On pourra calculer æ par la formule de 

$ s 

Maclaurin 
x LE (dx 2 Gi EE NS Hs 
ET: ENS # 

: E 0 ds? ). 122 

De même, pour y et z. 

487. Appliquons les formules précédentes à l’hélice. On 

donne ce nom à la courbe décrite par un point dont la projec- 

ion sur le plan des æ, y parcourt une ligne C donnée arbi- 

trairement et dont la hauteur 3 au-dessus du plan des x, y 

varie proportionnellement à l’arc décrit par sa projection. 

Prenons pour variable indépendante l'arc 5 de la projec- 

ton. Les équations de l’hélice seront 

TTC o): Me (0), pee ANS 

a étant une constante. 

On aura, par suite 

d’où 

A——a7y", SR A CA G=z'y— 7x7, 

et de plus (454) 

æ+ y 1, x'æ"+ y'y"= 0, 

[4 [4 TES NES 

11208 Creer PRE 
+ y 7 MT EE y?) 

VAN AS A ENEE 
AU MGR) EC OU EE? LAS 

7 désignant la courbure de la projection. 

Cela posé : 

1° La différentielle de l’arc de l’hélice sera donnée par la 

formule 

d$= (x + y?+ a?) do = (1414?) do. 
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Le rapport de ds à ds est donc constant. 

2° L’angle 8 de la tangente avec l’axe des 3 sera donné par 

Ja formule 

z! a 
COS 0 = — ———— 

Il est donc constant. 

3° L'équation du plan osculateur sera 

—ay"(X—x)+ax"(Y—y)+7y(Z—z)—=0o. 

Il contient la normale au cylindre projetant, laquelle a 

pour équations 

Z—z—0, 2'(X—zæ)+y(Y—y)=0, 
car en substituant dans l’équation du plan osculateur à X— x, 

Y — y, 2— 3 les quantités proportionnelles — y’, x', o on 

obtient comme résultat 

a(x'x" + VAE je 

ce qui est nul. 
4° La courbure Æ est égale à 

CRE NE TETE 0 
3 3 9 ë 3 E Da (1+ a°}° (1+ a}? À 

b° La torsion + est égale à 

IC ay" a" + ax" y" 1 a} a È 

&y"?+ ax" + (x'y"— y'x")? 7e (a+1)y Tai 

VII. — Systèmes de droites. 

488. Une droite D, passant par un point (a, a,, a) et dont 

les cosinus directeurs sont proportionnels à b, b,, ba, a, 

comme on l’a vu, pour équations ; 

(1) nr NE vs 
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ou, en introduisant une variable auxihaire t, 

(2) X — a + bt, Y = a + b,t, PE AS ED, 

tVb?+ bŸ+ b? étant la distance du point (X, Y,Z) au 

point (&, &i, &»). 

Supposons que les coefficients a, b, ... dépendent de cer- 

tains paramètres «, 6, .... En faisant varier ces paramètres, 

on obtiendra un système de droites. 

S'il n'y a qu'un paramètre «, ces droites formeront une 

surface réglée dont on obtuendrait l’équation en éliminant 

« entre les deux équations (1). 

S'il y a deux paramètres «&, $, on aura une congruence de 

droites. Par chaque point (x, y, z) de l’espace passeront une 

ou plusieurs droites de la congruence, correspondant aux 

systèmes de valeurs de &, $, qui satisfont aux équations 

T—a4  Y—@ 3 — A 

Fa RTE CNET TNT 

S'il y a trois paramètres «, $, y, on aura un complexe de 

droites. Par chaque point (x, y, 3) passeront une infinité 

de droites du complexe, formant un cône, dont on obtiendra 

l'équation en éliminant &, , y entre les équations (1) et (3). 

Enfin, s’il y avait plus de trois paramètres, le système con- 

tiendrait toutes les droites possibles, car on pourrait déter- 

miner les paramètres de manière à faire passer la droite par 

deux points arbitraires (x, y, 3), (1, Yi, 31), ce qui ne don- 

nerait que quatre équations de condition. 

489. Soient D une droite du système, ayant pour équations 

X = a + bt, VESTE "DE Z = a+ bit, 

et D, une droite infiniment voisine, laquelle aura pour équa- 

ons 

X=—=a + da +(b + db }t, 

Y=a,+ da; +(b;+ db;}t, 

Z=a;+ da; +(b,+ db,)t, 



rte Ant PR 1 Sn Hd e PRE Re te dE ND NEC: ss : 
« ÿ NA PE tk (a tn NEA ut Cou ON at A MEN 

\: * 4 # Era A1 . 

NE 
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en bornant l’approximation au premier ordre et écrivant par 

suite da, db, ... à la place de Aa, Ab, 

La position relative de ces deux droites dépend des élé- 

ments suivants : 

° Leur angle ©. On aura, d’après des ne précédem- 

ment trouvées, 

VA?+ A?-+ A? 
CPE men came VIN AI AT 
| b?+ b? + bi 

en posant, pour abréger, 

ANSE db be 
A PHP Ab 
ADD Ab TB : 

2° La direction de leur perpendiculaire commune E, la- 

quelle a pour cosinus directeurs 

A À; 
9 = — 
VA+ AÏ+ A:  VAFFAIE AS 

A FRE Re 

3° La position du point de rencontre de D et de E. La 

valeur T de la variable { qui correspond à ce point sera (405) 

N désignant le déterminant 

LA hab 8 
ET RE CARE ni L 
A DCE A ire 

ou plus simplement 

JA SRE AG 

A4, das bn), 

ACC D: 

en négligeant db, db,, db; par rapport à à, b,, b:. 
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4° La plus courte distance à des deux droites D, D,. Elle 

est donnée (405) par la formule 

L 
D 

VAXHAIEE A? 

L désignant le déterminant 

HASARD 

d'A Ub, 

ASTON US 

On peut convenir de prendre le radical positivement dans 

toutes ces formules. Alors à aura le signe de L; et ce signe 

fixera le sens dans lequel la longueur à doit être portée sur 

la droite E. 

On peut d’ailleurs substituer comme élément de définition 

à la distance infiniment petite à le rapport fini 

__ à L(b?+b?+ 2) 
SONT ONE TEEN EE y 

qu'on nomme le paramètre de distribution. 

Proposons-nous de déterminer les relations qui existent 

entre ces éléments T, À, À4, À, p. Nous aurons à distin- 

guer trois cas distincts, suivant le nombre des paramètres 

variables. 

490. Premier cas : Surfaces réglées. — On n’a qu’un 
seul paramètre &, et si, dans les expressions de T, À, À;, do, 

p, on remplace da, db, ... par leurs valeurs &/ da, b'da,..., 

la quantité du, se trouvant en facteur avec le même degré au 

numérateur et au dénominateur, disparaîtra de ces expres- 

SIOnS. 

La droite E, sur laquelle se mesure la plus courte distance 

des droites D et D,, étant complètement déterminée par les 

valeurs de T, À, À4, À°, On aura ce théorème : 

Les génératrices d’une surface réglée infiniment voi- 

sines d’une même génératrice D viennent toutes couper 
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perpendiculairement une même droite E (au second ordre 

près). 

Le point d’intersection de D avec E se nomme le point 

central de la génératrice D. Il aura pour coordonnées 

x = a+ OT, Y= + bT, 3—= A + DT. 

Le lieu des points centraux se nomme ligne de striction. 

On aura ses équations en éliminant & entre les trois équa- 

tions ci-dessus. 

491. Soit 

LA +01, Y= + bit, 3 — da + bt 

un point de la surface. Ses coordonnées sont exprimées, 

comme on le voit, en fonction des deux paramètres & et 4. 
# L 

L'équation générale d’un plan 

4 NP To VE ZE DE 

contient trois paramètres, dont on pourra disposer pour éta- 

blir un contact du premier ordre avec la surface. Il faudra 

pour cela satisfaire aux trois équations 

o— We, a) = AL(a + dt) +aib(a + bit) + Ca + bt)+®, 

oY 
RE r ob + 5 D, + € b,, 

ReoiE — À l b'! alt ! b' en) ! / 
on se (a! + L)+ (a, + id) + Ca, + bd, t). 

On en déduira 

OZ A(X —a— bi) HUCY — a, — bit) + C(Z = a —b,t), 

et, en éliminant 4, 15, ©, on aura l’équation du plan tangent 
sous la forme 

X—a—bt Y—a;—b,t Z—a,—b,t 

b b, 0 10! 

a" + b't a; + bit ay + bd, t 
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Ce plan contient la génératrice. En eflet, un point quel- 

conque de cette génératrice a ses coordonnées de la forme 

a + bt;, di + bits, A + bots. 

Substituant ces valeurs des coordonnées dans l'équation 

du plan tangent, les deux premières lignes du déterminant 

deviennent identiques, sauf le facteur commun 4, — 4. 

Mais la direction de ce plan tangent variera en général 

avec la position du point de contact (x, y, 3) sur la géné- 

ratrice. On voit, en effet, que l'équation du plan tangent 
dépend de £#. 

492. Pour déterminer simplement la loi de cette variation, 

nous admettrons que nous ayons choisi pour axe des 3 la 

génératrice considérée D, et pour axe des y la droite E qui 

lui correspond. 

On aura, pour tous les points de D, 

Donc, pour cette génératrice, à, b, a,, b, seront égaux à zéro. 

D'ailleurs rien n'empêche de prendre pour variable indépen- 

dante, à la place de 4, la fonction linéaire &> + bst. On peut 

donc supposer qu’on a constamment 

Gi 0, CAEN HD 0: 

Cela posé, la génératrice D aura pour équations 

Prieur? pe L=0; Y = 0. 

Une génératrice infiniment voisine aura pour équations 

Less A 

æ—= da +tdb = da + zdb, 

y = da, + tdb,=— da; + : db:. 

Mais, par définition, cette génératrice rencontre l’axe des y 

à une distance à de l’origine; on aura donc 

Pad 10; dai=20! 
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De plus, elle est perpendiculaire à cet axe et fait un angle © 

avec l’axe des 3. On aura donc 

db; =0; db = tango — 9, 

en négligeant la différence entre la tangente et l’arc. 

On aura, par suite, 

HARUG EX 
(41 GA AITS ; 

ur 47 Ô 

ME da’ 

LAC FE D AIS 
DT 

b,= T1 — 0. 

Substituons ces valeurs et celles de @, a;, >, b, b,, Ds, 

a,, b,, dans l’équation du plan tangent; elle deviendra 

X NW AE 

O O I 
10, 

Fais “ [e) 
da da | 

ou 

Ve NE Xe 
œl 3 

L’angle V que le plan tangent forme avec le plan des yz 
sera donné par la formule 

3 
lang V = —. 

Cet angle, en général variable avec 3, sera constant dans 

les deux hypothèses suivantes : 

DEN d’où er) 

Fee a d’où p—0 

493. Il est intéressant de chercher quelle est la nature 
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particulière des surfaces réglées pour lesquelles une de ces 

deux conditions © = o ou à — o est constamment satisfaite. 

Tuéorème. — L’équation à — 0 exprime que la surface 

réglée est développable. 

Cherchons en effet à quelles conditions la surface sera 

développable. Soient x, y, z les coordonnées du point où 

la génératrice touche l’arête de rebroussement, À la valeur 

correspondante de £. On aura 

æ— a + b6, Y = 4; + b,6, Bi" di + (030! 

x, ÿ, 3 et Ü variant en général d’une génératrice à l’autre, et 

par suite étant des fonctions de &. 

Ces équations, différentiées par rapport à «&, donneront 

dx'= da -=0'db"-= 0 db, 

dy = da, + 0 db; + b; db, 

ES das + 0 db; + b, dô. 

Mais, la génératrice étant tangente à l’arête de rebrousse- 

ment, ses cosinus directeurs seront proportionnels à dx, dy, 

dz; is le sont d’ailleurs à b, b,, b,; on aura donc, en dési- 

gnant par à un facteur convenable, 

dE Do; CNE INTER dz = pb. 

Substituant ces valeurs dans les équations précédentes, 1l 

viendra 
o—= da +0db +b(dô—p), 

o— da; +0db,;+ b,(d0 —h), 

o = da; + 0 db, + b,(d0 — p). 

Ces trois équations entre les deux quantités Get dd — nu 

ne seront pas compatibles en FRE mais elles le devien- 

dront si le déterminant 

AA D ED 

da db 0; 

das do D: 
3 
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s’annule. Or ce déterminant est précisément L, numérateur 

de 0. 
Donc à sera nul, à moins qu’on n'ait A—A,—A,;—0, 

auquel cas le dénominateur s’annulerait également. 

494. Les trois équations À — A, — À, —0o équivalent à 

l'équation unique © — 0. Si celle-ci est satisfaite, La surface 

sera un cylindre. Car, deux génératrices infiniment voisines 

ne formant qu'un angle du deuxième ordre, les cosinus di- 

recteurs de la génératrice, considérés comme fonctions de à, 

n'éprouveront qu'une variation du second ordre par rapport 

à l’accroissement de «. Donc leurs différentelles sont nulles ; 

donc ils sont constants. 

495. DeuxiÈmE cas : Congruences. — On a dans ce cas 

deux paramètres variables &, $ et, par suite, 

da +5 dB, 

” db 
db — To dot me 96 

o' v';e à ve else lets © ete. 6.0 0 

Substituant ces valeurs dans les expressions de À, À4, À, 

T,p, on voit que, pour une génératrice donnée D, corres- 

pondant à un système déterminé de valeurs de & et de 6, 

ces cinq quantilés ne dépendent que du rapport SR Il doit 

donc exister entre elles quatre relations indépendantes du 

choix de la génératrice D,. 

Proposons-nous de trouver ces relations. 

496. Nous remarquerons tout d’abord que la quantité 

A? A? + A, qui figure au dénominateur des expressions 

À, 1, À, T, p, ne pourra, en général, s’annuler pour aucune 

dé. valeur de JE En effet, il faudrait pour cela qu’on eût simul- 

tanément 

A0; Aie0, A2—0, 
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d’où 
AD db NA ba 
ru — ) 

ou, en appelant pu la valeur commune de ces rapports, 

db nee 

ce Ta de + À. 

5: Jba 
Fer da 08 QE ee ba l.; 

équations qui ne peuvent subsister simultanément que si 

l’on a 

0x dB 

D 00 0b f La. Ca = 

db, %, , 
JO : 

C’est là une équation entre « et B, qui est nécessaire pour 

que A2+ A? + A puisse s’annuler. 

Nous pourrons appeler génératrices singulières les géné- 

ratrices de la congruence pour lesquelles l'équation (4) est 

satisfaite. Elles forment une surface réglée, dont on aura 

l'équation en éliminant &, $, £ entre l’équation (4) et les 

équations 

(5) L—= a+ bt, Y = + bit, td Del. 

497. Supposons que D soit une génératrice ordinaire. 

T étant exprimé par une fraction dont le numérateur et le 

dénominateur sont homogènes et du second degré en da, dé, 

et dont le dénominateur ne peut s’annuler aura un maxi- 

mum T,et un minimum T, toujours réels; on pourra les 

Re. d 
obtenir ainsi que les valeurs correspondantes de . par la 
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méthode exposée au n° 407. Substituant ces valeurs à la 

place de { dans les équations (5), on aura les coordonnées 

des points correspondants de D, exprimées en fonctions 

de a, . Ces points se nomment points principaux. On 

nomme plans principaux ceux qui passent par les lignes 

de plus courte distance correspondantes à ces points et par la 

droite D. 

Éliminant a et 5 entre les équations qui donnent les coor- 

données d’un point principal, on obtiendra le lieu de ce 

point. On obtiendra de même le lieu du second point prin- 

cipal. Les deux surfaces principales ainsi obtenues pour- 

ront constituer, soit deux surfaces distinctes, soit plus habi- 

tuellement deux nappes d’une seule et même surface. 

498. Passons à l'examen de l’expression qui donne le para- 

mètre de distribution p. Le déterminant L qui figure au 

numérateur, étant du second degré en —=; s’annulera pour 
d 

da 

deux valeurs réelles ou imaginaires de ce rapport. À chacune 

de ces deux valeurs correspondent une valeur de T et, par 

suite, un point de D. 

Les deux points ainsi obtenus se nomment foyers. Ils 

pourront être réels ou imaginaires. Les lieux de ces points 

(surfaces focales) se détermineront comme les surfaces 
principales. 

499. Soient 

(6) É M, 

(7) É M, 

dog. ’ 
les deux valeurs de _ tirées de l’équation L=o; Met M, 

seront des fonctions connues de «, f. 

Nous verrons dans le Calcul intéeral qu’on peut trouver $ q P 
pour Ê une expression 8 — +(2:) qui satisfasse identiquement 

‘ LE 

(Fr 
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à l'équation différentielle (6) et qui, de plus, se réduise à É, 

pour « — %, les constantes «, et $, pouvant être choisies à 

volonté. 

Cela posé, substituons $ — #() dans les équations 

æ—= a+ bt, Y= + Or, 3 = di + bit 

des génératrices de la congruence. Ces équations, ne conte- 

nant plus qu’un seul paramètre «, représenteront une surface 

réglée, dont les génératrices font partie de la congruence; 

cette surface est développable, car, l’équation (6) étant une 

conséquence de l’équation 8 —vw(x), on aura p — 0 pour 

deux génératrices voisines prises sur cette surface. Enfin, 

cette surface contient la génératrice correspondante aux va- 

leurs 8 = 8,4, à — à, des paramètres variables. 

La considération de l’équation différentielle (5) donnerait 

une seconde surface développable jouissant des mêmes pro- 

priétés que la première. 

On aura donc ce théorème : 

Une droite quelconque D de la congruence fait partie 

de deux surfaces développables, formées de droites de la 

congruence. 

On doit remarquer toutefois que ces surfaces n'auront 

dB Ta déduites de l’équa- d'existence réelle que si les valeurs de 

uon L— o sont réelles. 

La droite D est tangente à l’arête de rebroussement de 

chacune des développables dont elle fait partie. Mais ces 

arêtes de rebroussement sont évidemment situées sur les sur- 

faces focales; on a donc cette proposition : 

Toutes les droites de la congruence sont tangentes à 

chacune des surfaces focales. 

On nomme plans focaux les plans menés par D et res- 

pectivement perpendiculaires aux lignes E de plus courte 
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distance correspondantes à ses deux foyers, Ces plans sont 

tangents aux deux développables qui se croisent suivant la 
droite D. 

On a vu, en effet, que, dans une surface réglée quelconque, 

le plan tangent en un point situé sur une génératrice D à 

une distance 3 du point central fait, avec la perpendicu- 

laire E, un angle V donné par la formule 

tang V — -; 
VI 

dans une développable, où p — 0, tang V sera infini et V 

sera droit. 

900. Pour nous rendre un compte plus exact de la distri- 

bution autour de D des droites de la congruence qui en sont 

infiniment voisines, prenons cette droite pour axe des 3, en 

nous réservant de disposer ultérieurement de la position de 

l’origine, ainsi que de l’orientation du plan des x2z. 

Supposons, en outre, qu'on prenne 3 pour variable in- 

dépendante, on aura constamment &a> —0, b3—=1, d’où 

das — db: — 0. En outre, D ayant pour équations æ = 0, 

Y =0,3—t, on aura, pour cette droite, 

Adi VE DIE 

Portons ces diverses valeurs dans les formules générales ; 

il viendra 

À — — db,, Ab, = 0, 

EN GPA SAN SE SE CS 

N—— (da db + da; db;), L — da db, — da, db 

et, par suite, 

da db + da; db, _ da db, — da; db 

ER TETD TETE TRE — dir di 
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Enfin, le déterminant (4) se réduira à 

bd 

“ #°| | 2 ee  L 
Ulis le ob, db: 

Ox 06 
OM OUT 

D étant supposée une génératrice ordinaire, ce déterminant 

ne sera pas nul. On pourra donc des équations 

ob db db = sde + Fg dB, 

db = .. do + dB 

déduire l’expression de da et df en fonction linéaire de 
db et db;. 

Les quantités da, da,, étant des fonctions linéaires de da, 

d8, deviendront des fonctions linéaires de db, db,, telles 

que 

da =P db+Q db,, 
DE P, db + Q, db. 

On aura, par suite, 

P db +(P,;+0) db db, + Qidbi 

db? + db; 

 —P,dbt+(P—0)db db, + Q db: 
Lie db? + db? 

1h RÉ 

Soit d’ailleurs d l’angle que Ja plus courte distance forme 

avec l’axe des y. On aura 

À—— sin, A = cos, 20. 

d’où 

tangd —— = = = ‘ 

Les valeurs de z correspondant aux points principaux s’ob- 

tiendront en cherchant le maximum et le minimum de T. On 
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sait qu'il faut pour cela poser les équations 

(9) 2P db+(P,+Q)db,+2pdb —0, 

(10) (Pi+Q)db+20Q,db,+oudb,—o, 

d’où 

2P+ou P;+0Q 
(11) 20 

P;+Q 20 +2k 

Cette dernière équation donnera le maximum et le mini- 

mum cherchés. Les précédentes donneront la valeur corres- 
db, 
A DORE o pondante de 2p — tang d. 

Supposons maintenant que nous ayons pris pour plan 

des 3y l’un des plans principaux, et choisi à l’origine à égale 

distance des points principaux. On devra avoir un maximum 

ou un minimum pour Ÿ = 0, d’où a — 0, ce qui réduira 

l'équation (10) à 
PR: + Q O0 

L'équation (11) se réduira à 

(2P+op)(2Qi+au)=0, 
el, ses racines devant être égales et opposées, on aura 

CHER 
: db, 

Faisant donc P,=—Q,Q,——P, — Ts - — tangŸ dans les 

formules, 1l viendra 

(12) Te Nip De RUES —— P cos2, 
1+tang2Ù 

> tano a ano?d Rat. 3 
(3) p— 2 RE PQ Cite LAN 2210) — P sin2d + Q. 

TES tan gd 

901. On déduit de ces formules des conséquences impor- 

tantes : 

1° Test maximum ou minimum pour 4 —0 et $ — 90"; 

d’où cette conséquence : 

+ 
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Les deux plans principaux sont rectangulaires. 

Q 2° p s’annule pour sin 24 Eu De d’où 

T=+P4/5— SEP O2, 

Ces deux valeurs étant égales et de signe contraire, et 

moindres que P, on aura ce résultat : 

Les foyers sont situés entre les points principaux, à 

égale distance du milieu de la droite qui les Joint. 

Les foyers seront d’ailleurs réels ou imaginaires, suivant 

que P sera > Q ou << Q en valeur absolue. 
| T 

3° L’équation sin 2 à — — D° deux racines : Ÿ, ÉLEMCE do. 

T 
Les plans focaux auront pour azimut = + di etr—%,.On 

voit donc qu'ils font des angles égaux avec les plans 

principaux. 

4 Si Q —o, les foyers et les plans focaux seront réels et 

se confondront avec les points et les plans principaux. Les 

plans focaux seront donc rectangulaires. 

Réciproquement, si ces plans sont rectangulaires, on aura 

T TC 
n—Vo=- +4, + - 

vo 2 vo 2” 

dou wVi—otet, par suite, Q—0;et les autres propriétés 

ci-dessus auront lieu. 

202. Les plans focaux ont pour équation 

14 as Prime sin 2 d 

Rte 1 + cos24 

2 ) (14) RE 
æ P +yP:— Q: 

ils seront distingués l’un de l’autre par le signe du radical. 

Soit, enfin, D, une droite de la congruence infiniment 



+. 
+ 

“ 
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voisine de D; elle aura pour équations à. | ARR 5% 

Gissils . vd: : 

ue ET — da + db PO 

Y = dat dbit= da, + dbi:=—Q db+\ z—P)db;, 

Elle rencontrera le plan focal (14) en un point dont le z est 

déterminé par l’équation 

Ode Phan en Qu. 
(+P)db+Qdb p+yPr—@ 

Or, cette équation est satisfaite, quel que soit le rapport 

Los en posant 3 — + WP? — O2. 

Cette équation, jointe à l'équation (14), représente une 

perpendiculaire à D menée dans le plan focal et passant par 

le foyer. Cette per LR EE a reçu le nom de droite fo- 

cale. 
On peut donc énoncer cette proposition : A | 

Les intersections d’une génératrice quelconque D,, in- 

finiment voisine de D, avec les plans focaux, sont situées 

sur les droites focales (aux infiniment petits du second 

ordre près). 

903. Il nous reste à étudier la distribution autour de D des 

droites infiniment voisines, lorsque D est une génératrice 

singulière. 

Dans ce cas, le déterminant 

db 00 
0x 08 

VX OP 

étant nul, le rapport des quantités 

db db 
db —= — pus b— dat Se dé, 

doi Qe do + get dB 
dax dB 
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.ne dépendra pas du rapport = SE. On aura donc 

ltangd = . — const., 

d’où . 

d const. 
» 

On pourra orienter les axes coordonnés de telle sorte que 

l’on ait à = 0, d’où db, — o. 

Les formules (8) deviendront alors 

T — da da: 
ZE — FT P = — db . 

S1 le déterminant 

da, da, 

| 0x dB 
(00e db ob 

dx  0B 

n'est pas nul, on pourra déduire des équations 

RE es 3, LUE dB, 

5e 

nt, T3 

les valeurs de da, df en da, et en db. Substituant dans la 
da da \ . 

valeur de da = — da + — dé, on trouvera une équation 
da 06 

de la forme 
da = P da, + Q db 

et, par suite, 

P da; + Q db 

On peut d’ailleurs, en déplaçant l’origine de la quantité Q, 

faire disparaître le second terme de cette expression. On aura 

donc les deux relations 

V0; == RP: 



En PR RU 
e ve : ù =, , = if = +-t 
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Les génératrices infiniment voisines de D auront pour 

équations 
æ=da +dbz = Pda; dbz, 

y = da; + db,3 = da. 

Ces génératrices sont donc parallèles au plan des æ3. 

Celles pour lesquelles da, = o sont dans ce plan lui-même et 

rencontrent la droite D à l’origine des coordonnées. Celles : 

pour lesquelles db — o sont parallèles à D. Ce cas diffère 

donc de celui des génératrices ordinaires en ce que l’un des 

foyers est rejeté à l'infini, l’autre étant à l’origine des coor- 

données. 
da, 

Enfin, si le déterminant (15) est nul, re 

d ; 
du rapport _ on aura les deux relations 

ne dépendant plus 

U==0; p= const. 

da, 

db 

infiniment voisines de D auront pour équations 

Désignons par P le rapport constant ——-- Les génératrices 

æ—= da + dbz, 

Mt 

et aucune d'elles ne coupe plus D à distance finie, mais celles 

pour lesquelles db — o lui sont parallèles. 

904. TroisizmE cas : Complexes. — On a, dans ce cas, 

trois paramètres : x, 6, y. 

Soit D une droite du complexe. En la choisissant pour axe 

des z et prenant 3 pour variable indépendante, on pourra 

réduire ses équations à la forme 

Tr 0 VE" 0! tre) 

et celles d’une droite D,, infiniment voisine, à la forme 

mice x = da + dbz, y = da; + db; 3,. 

da, db, ... étant linéaire en da, df, dy. 
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Supposons d’abord que D soitune droite ordinaire, c'est- 
à-dire telle que l’on n’ait pas simultanément 

on on ob 
VERRE" 0e 
00 05 06 
da 05 dy 

Les deux équations 

0b db = 5 da _ ee 5 8 + Fe dy 

OÙ y : . 
aline == EPS dax Ta ds SR d dy 

permettront d'exprimer deux des quantités da, df, dy, par 

exemple dx et d$, en fonction linéaire de db, db,, dy. Par 

suite, da, da, deviendront des fonctions linéaires d: 4) 

db,, dy, telles que 

da —Pidb +Q'db; +R dy, 

da; = VP;,db+Q;db, +R; dy. 

Si l’on pose, en particulier, dh — lb, — 0, ces équations 

se réduiront à da = R dy, da; —R, dy, et D,, ayant pour 

équations 
RE, AIRES 

sera parallèle à D. 

Supposons le plan des zy orienté de manière à contenir 

une des droites parallèles à D ; on devra avoir R = 0. 

Cela posé, entre les formules 

da db + da, db, da db, — da, db 

en RE TC UT Le detre (TRE 

éliminons da,; 1l viendra 

T'db— p db,=— da —— P db —Q db, 
ou 

T+P+(Q—p) tang d tif 
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ou enfin, en déplaçant l’origine sur l’axe des z de la quan- 

tité P, ce qui changera T en T —P, 

T+(Q —p)tangd — o. 

505. Si D était une droite singulière, le rapport Le étant 

indépendant de dx, d$, dy, on aurait la relation plus 

simple 
tang{ — const. 

VIII. — Surfaces. 

506. Considérons une surface définie par trois équations 

de la forme 

4 MORAL Ve ou,pP); z—v%d(u,v). 

Un plan 

A XD TE CT EE 

sera osculateur si l’on a 

ax +by +cz+d—o, 

0x 0Y 0z 
PR Rp — 0, 

0x dy Oz 
FT ORPARUST 10; 

CET AUS HN AUS 
(1) 0== du du ou 

ER OT SAR OE 
i dv dv dv 

—A(X x)+B(Y—y)+C(Z— 3), 
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où 

du dv du de 

cd dy _ dy de 
Hire du de 

R emarquons les identités 

A 0x dy 03 
. CO) 

JY 

CEA 0Y , OZ a 
| D A 

qui se résument dans la suivante : : 

(4) À dx + B dy + Cds —o. 

La normale aura pour équations 

X—x Y—7y ZL—3z 
(5) AL REDOUTE 

907. Le carré de la distance du point (uw, e) au point in- 
finiment voisin (4 + du, v + dv) sera Ax? + Ay?+ Az? 

Sa valeur principale sera 

Ôx dx 2 
QE A 2 Ph = SE. CSS ) (6) ds = dat dy + dr? — (du + 7 de) +... 

= E du? + 2F du de + G ds?, 

| vo OV E g\?2 

Le Ge) + (Ge) + Cu) 
ss p — 9% 0% 0y dy . dz dz 

en posant 

GE CP TT OC PICTÉ 
SOLDE dy \? 3 

Fe (© Go): 
Remarquons l'identité 

(8) DORMI EAN Ca 
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508. La distance à du point (4 + du, 6 -- dv) au plan tan- 

gent en (u, ©) est 

À Ax + BAy+CA:z 

(AE -ERAECE 

Pour déterminer sa valeur principale, remplaçons Ax, AY, 

Az par leurs développements 

I 
FAN men 9 19 nn SRE I PE 

2 

Les termes du premier ordre se détruisent et il vient 

A dx +Bdy+Cdz 
DER ————— 

VA?-+ B?+ C? 
D'ailleurs 

dr Rp à s du de + CE dv? 
pa PE TU dv?" ? 

Donc 

(9) 20 = Ru Sdudre are, 

en posant pour abréger 

| x dy 02 A rt 
Le ou? ru du? ne ou? 

NN Ten ene TA 
dx dy Une 
A + B— À — 

(10) es Ju d en ne 
SERRE SEENE EE ere ee RARE RER SSTS E 2 

022 dy 0?z 

à dv? Bex E SRE 
Hs 

\ 

909. Supposons que w et e au lieu d’être indépendants 

soient liés par une relation donnée, ou, ce qui revient au 

même, soient des fonctions données d’un troisième para- 

mètre {; x, y, 3 deviendront des fonctions de £, et, lorsque 

En a 
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ce paramètre varie, le point (x, y, z) décrit une ligne L, 

située sur la surface proposée. 

Pour déterminer la tangente à cette ligne, son plan oscu- 

lateur, etc., 1l faudra connaître les dérivées zx, x", ...; 

y’, 7”, ...; 3/, 3", ... qui figurent dans les formules de la 

théorie des courbes gauches. Mais ces dérivées s’obtiennent 

immédiatement; soient en effet w/, uw", ...; p!, 6”, ... les 

dérivées successives de w et de w; nous aurons 

. Ôx ST > VA 1 
= — — $ 

du 26 ? 

dx dx dx Ôx 0x 
| (Eee 12 Jet 19 [/4 I! es u 2 EVE re re eee 7 0m a LE 

Ou? du dv jp? 0 Op ve 

Les quantités x’, y', 3! ainsi déterminées sont les para- 

mètres directeurs de la tangente à L. Substituées dans l’équa- 

üon du plan tangent, elles y satisfont identiquement. Donc 
le plan tangent au point (u, +) est le lieu des tangentes 

aux courbes tracées sur la surface et passant par ce point. 

Les rapports mutuels de x’, y’, z' dépendent du rap- | | 
(0) dv ; 

port = TR A chaque valeur de ce rapport répond une 

tangente déterminée. 

510. Cherchons les lois qui régissent la courbure des 

diverses lignes qui peuvent être tracées sur la surface à par- 

tir du point P de coordonnées u, ?. 

Fig. 19. 

Soient C l’une de ces courbes, PT sa tangente; M un point 

de C infiniment voisin de P; Q, R ses projections sur le plan 

tangent et sur la tangente PT; ds l'arc PM. 
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On aura 

“LRRMQ 
Le cos OMR 

Soit Æ la courbure cherchée. La valeur principale de MR 

est connue; elle est égale à 

a k ds?. 
2 

On aura donc 

PREte 2MR I 2MQ 

ds? Cr cos OMR ds 

Or, à la limite le plën PRM devient le plan osculateur à C; 

soit 0 l'angle que ce plan forme avec la normale en P ; cos QMR 

tendra vers cosé. D'autre part 2 MQ a pour valeur princi- 

pale 
R du? + 2S du de HT du’. 

Enfin 

ds’ = E du? + 2F du de + G dpe?. 

On a donc la formule 

__ 1 Rdu+028$ du de + T de? 

Qu — cos Edu?+ 2F du de + G dr? 

Donc C a la même courbure que la section plane faite dans 

la surface par son plan osculateur. 

Cette courbure est égale à 
K 

cos 0” 

__ Rdu?+ 28 du dv + T de? 

Ke Edu+9F du de + G dv? 

désignant la courbure de la section faite par un plan passant 

par la même tangente et par la normale. 

511. Reste à discuter la manière dont K varie avec la 

ne do 
direction de la tangente | caractérisée par le rapport Ta 
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HO: 

(12) ER  —— — 

K est indépendant de cette ‘direction. On dira dans ce cas 

que le point P est un ombilic. 
: : de : 

2° Supposons au contraire que K varie avec DE Il s’annu- 
u 

lera pour les deux directions asymptotiques définies par 

l'équation 

(13) R du? + 25 du dv HT de? — 0. 

Elles seront réelles ou imaginaires suivant le signe 

de RT — S2. Si 

(14) RSI S 

elles coïncident et le point P sera dit parabolique. 

512. Cherchons encore les maxima et minima de K. 

Cette expression, élant un quotient de deux formes qua- 

A dratiques = en du et dv dont celle qui figure en dénominateur 

est toujours positive, admet toujours un maximum et un 

minimum réels. Pour déterminer ces courbures principales 

et les directions correspondantes (directions principales) 

nous aurons (407) à égaler à zéro les dérivées de f — ko, 

d’où les deux équations 

(R—2E) du +(S —2F) de — 0, 

(S —AF) du +(T—ÀG) de = 0. 

a LUTTE ee à ; 
. Eliminant AS il vient pour déterminer les courbures prin- 

u 
cipales l’équation du second degré 

(15) (R—2E)(T—A1G)—(S—2F)—o. 

Éliminons au contraire À; nous obtiendrons pour définir 

les directions principales l'équation 

Rdu+Sds _Edu+F dv 

Sdu+Td Fdu+Gde 
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qui peut s’écrire ainsi: 

E F G 

(16) R S LEO: 

de —duds du] 

Les deux directions qu'elle détermine sont toujours réelles. 

Elles sont en outre rectangulaires. Soient en effet #:, , les 
, s dv ë 

deux valeurs que donne cette équation pour A Les direc- 

tions correspondantes auront pour paramètres directeurs 

0% SE 0x d 0y av y ç! 03 = 0z £ 
du FT PT DR OUMEEUR 

LES OLENRO MARDI D 00 
— ( 

PTT LA, 17: FE 2 Ou de 

Nous aurons donc à vérifier la relation 

OT Ô.x , 0x 0x ï 
(ro (+ —++., 

—=E+F(e, + 9,) + Ge p,. 

Or, en substituant les valeurs de #, + v,, »,», tirées de 

l'équation (16) et chassant les dénominateurs, cette relation 

se réduit à l'identité 

E(SG— TF) + F(ET — RG) + G(RF — ES) — 0. 

913. On nomme ligne de courbure une ligne tracée sur 
la surface et telle qu’en chacun de ses points la direction de 

sa tangente coïncide avec une direction principale. 

Pour obtenir une semblable ligne il faut donc trouver une 

j Po RCE CERN ù “ 
fonction e de w telle que —— soit égale à l’une des racines +, 

du À 

e, de l’équation (16). 

Or l'équation différentielle 

dy A ee =} 
du : 

dE 
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admet une famille de solutions 

HAL: C) 

dépendant d’une constante arbitraire c, laquelle peut être 

choisie de telle sorte que, pour une valeur initiale donnée 

u = Up, © prenne une valeur #, choisie à volonté. 

L’équation 
do or 

UE 

donne un résultat semblable. 

Il existe donc deux séries de lignes de courbure. Par 

chaque point (&5, P9) passe une ligne de chaque série; ces 

deux lignes se croisent à angle droit. 

914. Les lignes asymptotiques sont celles où la direction 

de la tangente en chaque point coïncide avec une des direc- 

uons asymptotiques. Il y en a également deux séries, mais 

elles peuvent être imaginaires. 

915. Appliquons les formules précédentes à la surface de 

la vis à filet carré, représentée par les équations 

DE LCOSEC. D SL 0: a avi 

Les dérivées partielles des coordonnées sont données par 

le Tableau suivant : 

0 re) o? 0? 9? 

ou dv ou? du 06 dv? 

x cos ? —uSin y O NT — u COS P 

SE RE RS 

sin LU COS P O cos p — sine 45 
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On en déduit successivement 

A — asinp, B——a cos», Cru 

ei À F0, G=—=u?+ a, 

A+ B?+ C=—=u+ a, 

— à 
RERO = ———— ); TES O 

Vu?+ a? 

L’équation des lignes asymptotiques se réduit à 

2 CU 
ll) dpi O. 

Vu? + a? 

On y satisfait en posant soit 4 — const., soit v — const. 

La première supposition donne une série d’hélices, la 

seconde une série de droites horizontales. 

L’équation des lignes de courbure sera 

I O u? + a? 

O a O — 0 
Er 1 

Vu? a° 

dy Quad du? 

d’où 
dv I 
RP PR me 
LE 2 2? Vu? + a? 

Sp log(u + Vu? a) + const., 

u+Vu?+ a —=Ce*, 

M Le ET SE a? a 

u Vu A = ———— — — —eT", 
Uri Vu? TT à C 

et enfin ” ” ; 

DE de NOV me 
2 | C 

le double signe correspondant aux deux séries de lignes de 

courbure. 

916. On prend souvent x et y comme variables indépen- 

dantes. Il faut alors poser, dans les formules précédentes, 
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009 0ebparsurte 

de, de, de de de 
ous, — TUNOR Qui 0u 00 0 0ps 

D OR y. dy roy 
vu : DE RE DURE DT OCR OT ER 

Restent les dérivées partielles 

0x’ dy” dx? dx dy’ dy? 2 

qu'on représente généralement par 

Pr dre Tin Sneel: 

On aura par ces substitutions 

A — p, B—— 79, CE 

E=1+ pi, Feng: Ge 0e, 

1: Ge fs rer t 
ER, S em ff 

Vi+p?+ q° Vi+p?+ 9° 

Les ombilics seront définis par les équations 

r ) r HS AE LA : 

é EDR ONE 

la ligne des points paraboliques par celle-ci, 

(18) rl—Ss —0; 

les directions asymptotiques par celle-ci, 

(19) r dx? + 25 dx dy + tdy?° =; 

les directions principales par celle-ci, 

Go) ps pq dr (re pi)t= (eg )rl dr dy 
+ [pgt—(1+ p')s] dy? —o. 

Enfin les courbures principales seront données par l’équa- 
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tion 

r Ÿ 
PR Ad du 2)À — (1+g?)À k 
ER" == + q° | 

. S 2 

ee —— DC à 0 

ee Dir 1e | 
a 

ou, en développant et posant pour abréger AV1+p?+q?=u, 

Go + CTI 0 One PENSE 
+ rt —s —=o. 

517. Pour mieux étudier la manière dont une surface se 

comporte aux environs d’un de ses points, nous choisirons ce 

point pour origine des coordonnées et la normale à la surface 

pour axe des 3. On devra avoir en ce point 

T=Y=s=p=q—0. 

Le développement de 3 par la série de Taylor sera donc de 

la forme 
ax?+2bxy + cy? c4 

2 

On peut d’ailleurs choisir la direction des axes Ox, Oy de 

telle sorte que b soit nul. Soit donc 

23—ax?+ Cy?--.. 

On donne le nom d’indicatrice à la conique 

late Cry’ 

Si l’on coupe la surface par un plan horizontal 3 — : voisin 

de l’origine, l’équation de la section sera sensiblement (dans 

le voisinage de l’origine) 

2€— ax + c}y*. 

C’est une courbe semblable à lindicatrice. 

Si a et c sont de même signe, la section sera une petite 

ellipse, réelle si e a le signe de à et de c, imaginaire dans le 
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cas contraire. La surface est donc tout entière d’un même côté 

du plan tangent. 

Si a et c sont de signes contraires, les sections sont des 

hyperboles, toujours réelles. La surface traverse donc son 

plan tangent. Celui-ci la coupe suivant une ligne ayant un 

point double à l’origine, puisque aux environs de ce point 

la section peut être assimilée à un couple de droites. 

Enfin, si a ou c est nul, l’indicatrice est formée de deux 

droites parallèles (cas particulier du genre parabole). Pour 

savoir dans ce cas si la surface traverse ou non son plan tan- 

gent, il faudrait discuter les termes du troisième degré en x, y, 

ceux du deuxième pouvant cesser d’être prépondérants si x 

et y ne sont pas du même ordre de grandeur. 

-D18. Cherchons l'expression de la courbure K d’une sec- 

tion normale, dont la tangente OT fait l’angle © avec l’axe 

des x. 
Fig. 20. 

Prenons sur cette ligne un arc infiniment petit OQ; soient ds 

sa longueur ; +, y, 3 les coordonnées du point Q; R sa pro- 

jection sur OT. La courbure cherchée sera la limite du 

rapport 

20R 

ds? 

Orona 

æ = OR coso, y =ORsino, 

2QR—=22—=ax +cy +. É = OR (a cos’ 9 + csin?®) +... 

D'autre part ds a la même valeur principale que sa corde OQ, 

qu’on peut elle-même remplacer par OR puisque QR est 

d'ordre supérieur à OQ. On trouve donc pour la limite 
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cherchée 

(22) K — a cos?o + c sin’. 

Si a et c sont de même signe, K conserve donc un signe 

constant. S'ils sont de signe contraire, K peut changer de 
: . : HI 

signe. [I s’annule pour les deux directions tango = + Ses 

qui donnent les asymptotes de l’indicatrice. 

Si a ou c est nul, ces deux directions se confondent en une 

seule; K ne change pas de signe, mais il y a une direction où 

il s’annule ; le point O est parabolique. 

Si a—c, K a la valeur constante a; le point O est un 

ombilic. 

Si a et c sont inégaux, soit par exemple a > c. On peut 

écrire 
K—a—(a—c)sin?o. 

Il a son maximum a*pour & — o et son minimum c pour 
T 

False 

Les directions principales sont donc celles des axes de 

l’'indicatrice. 

919. La normale au point (+, y, z) de la surface a pour 

équations 

PE = en = Z — 3. 
de cz 

D'ailleurs 3, p, q sont fonctions des deux variables indé- 

pendantes x, y. Les normales à la surface formeront donc 

une congruence. Mais cette congruence présente un caractère 

particulier. 

Pour le reconnaître, cherchons comment se distribuent 

autour de la normale OZ les normales infiniment voisines. 

On a 

è 
| | 

PERG LENS 
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Si donc on suppose æ et y infiniment petits on aura au 

second ordre près 

2110. He tee. PNG 

ce qui donnera, pour équations des normales dont il s’agit, 

ou | 

X—=zx(1—az), Y—y(1—cZ). 

La droite ainsi définie rencontrera OZ si l’on peut satus- 

faire aux deux équations 

æ(1—a2)—o, Yi cZL) — 0. 

Si O n'est ni un ombilic, ni un point parabolique, cela 

pourra se faire de deux manières : 

1° En posant 

2° En posant 

Les deux foyers de la congruence situés sur OZ auront 
ñ I I 

pour ordonnées — et mi Ils se confondront donc avec les 

centres de courbure des sections principales. Ces points 

portent le nom de centres de courbure principaux. 

Les normales infiniment voisines de OZ qui la rencontrent 
Ï È A , 4 

au foyer Z = - correspondant AIN OLCOTE pour équations 
Lo 

X==0, Y—y(1—cZ), 

et sont dans le plan des YZ. Ce plan est donc le plan focal. 

De même, au foyer Z . correspondra comme plan focal 

le plan des XZ ; d’où ce résultat : 

Les plans focaux sont rectangulaires et se confondent 

avec ceux des sections principales. 

J, — I. OS O2 
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Les plans principaux de la congruence se confondront avec 

les plans focaux, et ses points principaux avec les foyers (501). 

520. Examinons maintenant le cas où O serait un ombilic 

ou un point parabolique. 

1° Si O est un ombilic, on aura a —c. Les deux foyers 

coïncident ; et les normales voisines de OZ, ayant pour équa- 

tions 
X—= 21 47), NE ya EN", 

: ; : : I 
viennent toutes la rencontrer au même point Z — cs 

2° Si O est un point parabolique, pour lequel on ait 

c — 0 par exemple, le foyer correspondant sera à l'infini. Les 

normales voisines de OZ auront pour équations 

XL a7;), Vert 

Celles pour lesquelles x = o seront parallèles à OZ; donc 

OZ sera une droite singulière dans la congruence des nor- 

males. 

521. On voit par là qu'un système de droites 

æ = à + Bt, Y = + DiË, 3 — d3+ bot, 

dépendant de deux paramètres 4, $, n'est pas formé en géné- 

ral de normales à une même surface. Pour qu'il en soit ainsi, 

il faut que sur chaque génératrice les foyers et les points 

principaux se confondent. 

Proposons-nous de trouver directement l’expression de la 

condition pour que les droites de la congruence ci-dessus 

soient normales à une même surface S. 

Posons pour plus de simplicité 

b b, 
=, Re le 

V6t+ b? + b2 Vb?+ b?+ bp? 
ba 

— C9, 
Vb?+ b? + b? 

abc ne Vb?+ D? EUX 

5 FOR 
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Les équations du système deviendront 

He NEC IL Y=d4+ cu, em (le PUS (ie 

et l’on aura identiquement 

CC EC ZI, 

et en diflérentiant 

c dc + c\de, + ©: dc:== 0. 

Soient &, n, € les coordonnées du point où l’une des droites 

de la congruence rencontre la surface S ; 0 la valeur corres- 
) 

pondante de w ; on aura 

E—=a+cb, Ur te C0, CAS ce 

6, n, Ç, 0 étant des fonctions des paramètres «, 6. 

Différentiant, on aura 

d£ = da + 0 dc + c db, 

dn = da, + 0 dc; + c1 db, 

dé = da, +0 de; +0, dé. 

Ajoutons ces équations mulupliées respectivement par 

Ete Ca; ilvicndra 

Car C, C4, Co étant les coefficients directeurs de la normale 

à S, et d£, dn, dé, ceux d’une tangente à cette surface, 

CdË + cidn + cd& sera nul. 

L’équation que nous venons d’obtenir se décompose dans 

les deux suivantes : 

AU PS EURE Le et 
dc UP RUN Dar 

PACS Re DO OT 
06 19 OPA 

Dérivons la première par rapport à 6; la seconde par rapport 
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à «& et retranchons ; Ü sera éliminé et il restera l'équation de 

condition | 
0 y 0à 0 da 
38 D ne de D Pa 

ou, en effectuant les calculs et supprimant les termes qui se 

détruisent, 

oc da oc da 

922. La considération de la congruence des normales four- : 

nit un nouveau moyen pour déterminer les directions prin- 

cipales et les centres de courbure principaux en un point 

(x, y, 3) d’une surface. 

Supposons æ, y, 3 exprimés au moyen de deux para- 

mètres ü, . 

La normale au point (x, y, 3) a pour équations 

X— x + At, Y=y7+B4, Z2=3+Cit, 

et la normale en un point Voisin aura pour équations 

X=—=x+dx+(A+dA)s,, 

_Y=y+dy +(B + dB), 

Z =: +d:s + (C + dC)r.. 

Elles se rencontreront si l’on peut déterminer # et #, de 

manière à satisfaire aux équations 

æ+At=x+ dx + (A+ dA)t, 

FY+BtZ= y + dy +(B + dB), 

3 +Ct=s + ds +(C+dC}t 

ou, en réduisant, 

dx + WA + A(t— 1) —o, 

(21) ) dy + 4b Ale ne B(£, —— L}= Où 

ds + dOt, + C(4 —1ÿ= 0. 

Pour que ces équations soient compatibles il faut qu'on 
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ait 

LAN EX 

(25) dy dB B|—o. 
AINUCRE CG 

En substituant dans ce déterminant les valeurs 

nor dx MI OÀ 
RES Uri sde HS tr Ge 

on obtiendra l'équation entre du et de qui définit les direc- 

tions principales. 

Reste à déterminer le rayon de courbure principal 

DV PC sVATE RIT ©. 
Pour cela nous calculerons la valeur de t [ou plutôt celle de £, 

qui en diffère infiniment peu |, d’après les équations (24). 

Pour cela remplaçons dx, dA, ... par leurs valeurs. Ces 

équations deviennent 

dx OA dx JA 

(FE re eu) du + (SE ae Pr ) ds -+- A(t — LEE 

Eliminant du, de, tj — t, il vient 

dm 04, 07 04, À | 
Qu du H de dv ee 

d 07... 0B 0Y20b jee 
(26) ss DT R a pol Bite 'o 

ds 00, 2, € 
JU D LE IE NO dv sr 

équation du second degré en £, dont les racines divisées par 

VA? + B?+ C2? donneront les rayons de courbure prinei- 
paux 

D23. Lignes géodésiques. — Ce sont des lignes telles que 

si l’on prend, sur l’une d'elles, deux points P, Q (suffisam- 

ment voisins) l’arc PQ soit le plus court chemin qu'or 

puisse tracer sur la surface entre P et Q. 
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Le plan osculateur à une ligne géodésique contient la 
normale à la surface. 

Supposons en effet qu’au point P il fit avec la normale un 

angle 4. Menons la tangente PT à la ligne géodésique. Soit K 
la courbure de la section normale faite par cette tangente. 

K 

cos Ÿ 

Soit Q un point de la géodésique infiniment voisin de P. 

La géodésique aura pour courbure 

Par ce point et par la normale en P faisons passer un plan. 

La section faite par ce plan dans la surface a au point P une 

tangente PT infiniment voisine de PT. La courbure K'’ de 

cette section normale sera donc infiniment voisine de K et 

K 

cos0 

Or l'excès de longueur d’un arc ds de courbure Æ sur sa 

corde PQ est égal (483) à £ £?ds% ou sensiblement à 142PQ : 
Cet excès serait donc moindre pour l’arc de la section nor- 

par suite plus petite que 

male que pour l’arc géodésique ; celui-ci ne serait donc pas 

minimum comme l’exige sa définition. 

924. On déduit aisément de cette propriété l’équation dif- 

férentielle des lignes géodésiques. | 

Considérons en effet, le long d’une de ces lignes, æ, y, 3,v 

comme fonctions de la variable indépendante w. Soient 

z',æ",...3 ...3 0,9", ... leurs dérivées. Le plan osculateur 

aura pour équation 

X—x Y—y ZL—2z 

Pour qu'il contienne la normale on doit avoir 

Aw:Bt@G 

(27) LE el | SO 
DA If y 2 f/ 
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Mais on a 

dx OZ , 
d'== — — p/, 

du de 

} TES d?x Eee PR pe OZ 
L' = —— 3 ER R —— /2 Eee 

du? du dv dv? DD EN 

a Rs 'ialtho ln ovete "ete, ere!" es sie te) pie es © "02 ss, 01016 

Substituant dans la relation précédente, on obtient une 

équation entre u, #, p", #”. 

Cette équation différentielle du second ordre a pour solu- 

tion générale une expression de la forme 

p = f(u, Ci) C2) 

contenant deux constantes arbitraires €,, C2. On peut en dis- 

poser pour faire passer la ligne géodésique par deux points 

donnés, ou par un point donné avec une tangente donnée. 

929. Courbure de Gauss. — Considérons une portion 

d’une surface S. On peut y distinguer deux faces. Choisis- 

sons arbitrairement l’une d'elles pour lui élever une normale. 

Cette droite sera définie en chaque point M non seulement 

en direction, mais en sens. 

Par un point arbitraire O menons une parallèle à cette 

demi-droite. Le point m où elle rencontre une sphère de 

rayon un, décrite autour du centre O, se nomme l’image 

sphérique du point M. 
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Si M décrit sur la surface un contour fermé G, p décrira 

sur la sphère un contour fermé c. L’aire de la région r inté- 

rieure au contour c sera par définition la courbure totale de 

la région R de la surface intérieure au contour C. 

On lui donnera le signe + si les contours G et c respecti- 

vement décrits autour des régions R et 7: sont parcourus dans 

le même sens; le signe — s'ils sont parcourus en sens con- 

traire. 

Le rapport des aires 7° et R sera la courbure moyenne de 

la région R. 

Enfin, on appellera courbure de la surface S au point M 

la limite de la courbure moyenne d’un élément infiniment 

petit de cette surface contenant le point M. 

926. Pour déterminer cette courbure, supposons d’abord 

que l’élément considéré soit limité par deux lignes de cour- 

bure MN, MP qui se croisent au point M et par deux autres 

lignes de courbure infiniment voisines PQ, NQ. Ces lignes 

se croisant à angle droit, l'élément MNOP peut être assimilé 

à un petit rectangle plan et son aire R sera sensiblement 

représentée par MN.PQ. 

D'autre part, la normale en N sera contenue (aux infini- 

ment petits près du second ordre) dans le plan mené par la 

normale en M et par la tangente à MN; car elle passe par le 

centre de courbure principale et par le point N, qui tous deux 

sont dans ce plan. De même, la normale en P sera dans le 

plan mené par la normale en M et la tangente à MP. Ce plan 

est perpendiculaire au premier. 

\ PE \£ ca 

PA TN VE TU Pole ET Ut US 

x i 
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Donc les images sphériques des ares MN et MP seront des 

arcs de grands cercles mn, mp qui se coupent à angle droit. 

Donc, l’élément r sera un rectangle et aura pour aire le pro- 

duit de ses côtés mn, mp, qui ne sont autres que les angles 

formés par la normale en M avec les normales en N et P. 

Or, on a évidemment 

Be — k, MN, mp = k: MP, 

k, et k: étant les courbures principales au point M. 

Nous obtenons donc ce théorème : 

La courbure CG d’une surface en un de ses points est 

égale au produit des courbures des sections principales. 

927. Pour établir complètement cette proposition, 1l reste 

toutefois à montrer que le résultat subsiste si l’on considère 

sur la surface S un élément quarrable R de forme quelconque, 

au lieu de l’élément particulier délimité par des lignes de 

courbure, que nous venons de choisir. 

Pour le faire voir, traçons sur la surface, aux environs du 

point M, un réseau de lignes de courbure infiniment voisines 

les unes des autres. Ces lignes partageront l’intérieur de R 

en éléments infiniment petits. Ceux qui rencontrent sa fron- 

tüière peuvent être négligés à la limite, car la somme de leurs 

aires est infiniment petite, et 1l en est évidemment de même 

de la somme de leurs courbures totales. 

Quant aux éléments intérieurs, limités par des lignes de 

courbure, on peut leur appliquer le théorème précédent. 

Soit donc de l’un d’eux; l’élément sphérique de’ correspon- 

dant aura pour valeur principale de son aire l’expres- 

sion Æikide, k,, ka désignant les courbures principales au 

point (x, y, =) origine du rectangle de. 

L’aire r — X de! sera donc donnée par l’intégrale définie 

f& k: de, 

prise dans l’intérieur de R. 
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Or k,, % sont les racines de l’équation (15). 

Leur produit est donc égal à 

RT — S? 
ER TN 

C’est le quotient de deux fonctions continues de w et de »; 

d’ailleurs, le dénominateur étant égal à A?+ B?+ C? n’est 

jamais nul. Donc £,k, est une fonction continue, et l’on 

pourra poser 

KEkS 0 + P; 

c désignant la valeur de £,k, au point M, et po un reste 

moindre en valeur absolue que e, si les dimensions de l’élé- 

ment R sont assez petites. 

On aura donc 

: il kkde © | de + É o de [ o de 
= Cl 

R fe | de {de 

Mais le second terme de cette expression tend vers zéro 

avec les dimensions de l’élément R, car son module est 

moindre que £ 

de 

Ve 

l 

€ 

[a 
L/ 

On a donc bien 

ST RES" 
bre mr R EG — F° 

quelle que soit la forme de l’élément considéré. 

028. Gauss a établi l'identité suivante, qu’on peut vérifier 

aisément par des calculs un peu laborieux, mais qui n’offrent 
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aucune difficulté : 

4(EG — F?)(RT — S?) 

LEP Rate … | 
dv de * du dv 0 

0G 0E OF Œ 

Sade 25 du (S ) | 

0OE 0G dE 0G , 9F , 9G Ab OLEUR 

F(S dP  dPdu “dde ‘du du ‘Ou +) 

DE SRE ot G 
— 2(EG — EH (Se 2e Se) 

S?, et par 

suite la courbure c, peut s'exprimer au moyen des seules 

quantités E, F, G et de leurs dérivées partielles. 

929. Surfaces applicables. — SoientS, S, deux surfaces, 

sur lesquelles le ds? soit respectivement 

ds == AU EE SEsdurdb, 2 Gr": 

ds? = E, du? + 2F,;du, dv, + G,dv*. 

Etablissons entre ces deux surfaces une correspondance 

point par point, en supposant leurs paramètres #, # et 3, 0, 

hés par deux relations 

VE o(u, p), Pi Vu,p). 

On en déduit 

G du + LOT db a du +- os 
u du dés de 4 

Par la substitution de ces valeurs, ds? sera transformé en 

une expression de la forme 

ds? = € du? + 25 du de + G dv?. 

On dira que S, est applicable sur S si, en choisissant 

convenablement les deux fonctions +, Ÿ, on peut satisfaire 
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aux trois relations 

: co " | 
Ce; RER rent 

Ce ne sera pas possible en général. 

530. Si deux surfaces S, S, sont applicables l’une sur 

l’autre : 

1° Les deux surfaces S, S, auront la même courbure aux 

points correspondants ; 

2° Les arcs de lignes correspondantes auront même lon- 

gueur ; 

3° Deux régions correspondantes des deux surfaces auront 

même aire; 

4° Deux lignes quelconques tracées sur S se coupent sous 

le même angle que leurs correspondantes. 

1° En eflet, en prenant les mêmes variables indépendantes 

u et 6 pour les deux surfaces, la courbure en un point 

donné ne dépendra (528) que des fonctions E, F, G et de 

leurs dérivées, qui sont par hypothèse les mêmes pour les 

deux surfaces. 

2° Pour définir une ligne L tracée sur S, on doit étabhr 

entre les paramètres uw, + une relation 

MRGATE 

L'élément ds de son arc sera 

 VE+2Ff'+ Gf°du, 

et, si wo, &, sont les valeurs de x aux extrémités de cet arc, 

sa longueur sera 

| VE + 2F/'+ G/''du. 

Pour obtenir la ligne correspondante L, il faudra établir 

entre w et # la même relation; E, F, G n'étant pas changés 
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par hypothèse, le ds restera le même et devra être intégré 

entre les mêmes limites w, et uw. 

3° L'élément de l’aitre dans les deux surfaces a aussi la 

même expression 

/ VEG — F2 du dv. 

et devra être intégré dans le même domaine s’il s’agit de 

régions correspondantes. Les aires obtenues seront donc 

égales. | 

4° Enfin, une courbe définie sur la surface S par l’équa- 

Uon 0 — fu a pour coefficients directeurs de sa tangente 

Ori : Or RAD «02: 

ou -E cie FT ren ou PTT 

Une seconde courbe, définie par l'équation 6 — f, uw, aura 
de même les coefficients directeurs 

DERROES PO EOV AE 951105, 

ae du AL FD MERS 

L'angle V de ces deux droites sera donné par la formule 

Lo d.r Lx dx ) 

Sa ES fn Er É 

AE NE 1 OE CCR AN 
VA du Re À 1 me US 

4 MEET MN PA LH LL Dee M Ce 

C05s V — 

expression qui ne dépend que des rapports mutuels de E, 

F, G. 

531. Cherchons quelles sont les surfaces applicables sur 

un plan. 

Leur courbure doit être nulle, comme celle du plan lui- 

même. Or, si l’on prend x, y comme variables indépen- 

dantes, l’expression générale trouvée plus haut pour cette 



526 PREMIÈRE PARTIE, — CHAPITRE IV. 

courbure 

RT== S? 

EG — F? 

se réduit à 

rex? 

G+p+g) 

Donc, 3 doit satisfaire à l’équation aux dérivées partielles 

AA Fer ç2 Er O. 

Nous avons intégré cette équation (184) et montré qu’elle 

caractérise les surfaces développables. 

532. Réciproquement, toute surface développable est 
applicable sur un plan. Pour le démontrer, nous expri- 

merons les coordonnées de ses points en fonction de deux 

paramètres particuliers. 

Soient C l’arête de rebroussement, M un point quelconque 

de la surface, MN la génératrice qui y passe, N son point de 
contact avec C. 

Le point M sera défini si l’on donne l'arc ON — 5 compté 

sur C à partir de l’origine des arcs, et la longueur NM =! 

du segment à porter sur la génératrice. | 

Calculons la distance ds du point M au point voisin M de 

coordonnées & + do, l + dl. 

Par N menons la parallèle Nu à N'M' et menons les 

droites NQ, M'u, MP perpendiculaires à cette droite, 
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On sait que l’angle MNP à pour valeur principale k do, 

k désignant {a courbure de C au point N. Ce sera une certaine 

fonction de l'arc, telle que o(o). 

D'autre part, M'u est du second ordre par rapport à do. 

Donc MM' a la même valeur principale que M. 
Or, 

My = MP +Pp ; 
MP — MN sinMNP a pour valeur principale /o(s) ds. D'autre 

part, 

Pu — PN— Np— /cosMNP — N'M'+ N'Q 
— [(cosMNP — 1) — di + N'O. 

Mais on a au second ordre près 

cos MNP — 1, NOEE TT, 

Donc 
| po Dee 

et finalement 

ds = P@?(a) do? + (do — dl. 

Or, on peut construire dans un plan une courbe dont 

l'équation intrinsèque soit À —v(s). Sur une tangente à 

cette courbe menée par le point « prenons une longueur L. 

Nous obtiendrons un point M, correspondant à M. 

Au point M’ correspondra de même un point M} infiniment 

voisin de M,. Et la distance M, M — ds, sera donnée évidem- 

ment par la même formule que nous venons de trouver 

pour ds. Les deux surfaces sont donc applicables l’une sur 

l’autre. 

533. Cette démonstration demande une légère modification 

lorsque, l’arête de rebroussement se réduisant à un seul point, 

la développable dégénère en un cône. Dans ce cas, coupons 

le cône par une sphère de rayon wn ayant pour centre le 

sommet O du cône. Soit CG la courbe d’intersection. Un 

-point M du cône sera déterminé si l’on donne : 1° la lon- 

gueur { de la génératrice OM; 2° l’are ç de la courbe C, com- 
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- k f.… Hs * Lt ARE a ” + AM + Ÿ 
> DR WE 5 v DE 
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pris entre l’origine des ares et le point N où C est rencontrée 

par OM. Et l’on verra aisément que la distance ds du point M 

de coordonnées /, & au point voisin M' de coordonnées /+d{!, 

s + do est donnée par la formule 

HSE Mu + Le. M — Pdo?+ dl, 

expression identique à celle du ds? d’un plan rapporté à des 

coordonnées polaires. 

Enfin, si le cône dégénérait en un cylindre, on rempla- 

cerait la sphère précédente par un plan perpendiculaire aux 

génératrices. En prenant pour variables l'arc & de cette 

section droite et la longueur / à porter sur la génératrice, on 

aurait 
ds'— do dl; 

expression du ds? d’un plan rapporté à des coordonñées 

cartésiennes. 

534. Soit une courbe plane située dans le plan des xs et 

ayant pour équation ; 

Re JU 

u désignant l’abscisse et z l’ordonnée d’un de 5ses points. 

Si cette courbe tourne autour de l'arc des 3 et s'élève en 
\ 

même temps d’une quantité proportionnelle à l’angle v de 
De 



APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DE LA SÉRIE DE TAYLOR, 929 

rotation, elle engendrera une surface dite hélicoïde dont les 

équations seront 

æ—=uUCos?, NÉ TOURS 3 — fu + av. 

Son ds? sera 

ds*—(1+ ff?) du? + 2af'du de + (u?+ a?) dv? 

Les surfaces de révolution sont un cas particulier des pré- 

cédentes ; elles correspondent à l'hypothèse a — 0. 

Tout hélicoïde est applicable sur une surface de révo- 

lution convenablement chotste. 

Pour établir cette proposition il nous faut montrer qu'on 

peut remplacer uw, # par de nouvelles variables w,, 0, qui 

réduisent le ds? donné à la forme 

[1 + o?(u,)] du? + u?dv?. 

Or, en complétant le carré formé par les deux derniers termes 

de ds?, nous le mettrons sous la forme 

1 2 2 #12 
CLICE ie | + (: +- ee du?. 

u?+a ua? 

Posons 
! af' du 

P + 2) MAR + a = u*. 
d'+u 

Cette expression devient 

u? dv? + V du’, 

Ve pa) + ee a? 

étant une fonction de w,. Elle aura la forme requise si l’on 

détermine la fonction © par la condition 

d’où 

Vo. 
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3. Représentations conformes. — Lorsque les deux 

surfaces S, S, considérées au n° 529 ne sont pas applicables 

l’une sur l’autre, on ne peut satisfaire à la fois aux trois équa- 

tions ; 
Es a Fe Fe Ca 

Mais on peut déterminer les fonctions o et U qui établissent 

la correspondance de telle sorte qu'on ait 

Grades G 
ÉSTPSACT 

Si ces conditions sont satisfaites, la représentation ainsi 

obtenue des points de S, par des points de S sera dite con- 

forme. | | 
Une semblable représentation n’altère pas les angles, car 

l'expression donnée pour cos V (530) ne dépend que des 

rapports des coefficients E, F,G. | 

La recherche des représentations conformes d’une surface 

sur ün plan constitue le problème des cartes géographiques. 

Connaissant une solution de ce problème, on en déduira 

une infinité en la combinant avec les représentations con- 

formes d’un plan sur lui-même. 

936. La recherche de celles-ci revient à déterminer de 

toutes les manières possibles des fonctions X, Y, K des coor- 

données x, y satisfaisant à la relation 

dX3+ dY?=K (dx? + dy?). 

Cette équation peut s’écrire ainsi 

(dX +idY)(dX —idY) =K{(dx +1idy)(dx — idy). 

On y satisfait en posant 

dX +-idY — (M Né) (dx + idy), 

dX —idY—=(M—Ni)(dx — idy), 

K = M°+ N?. 
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On a une autre solution en changeant le signe de Y. 

On devra donc prendre pour X +: Y (ou pour X —:Y) 

une fonction (arbitraire) de la variable complexe x + y et 

pour M + Nz sa dérivée. 

991. Posons par exemple 

RAA TES, NV ae 
æ+iy a+ y 

On aura la solution 

À K2% - k? 
se RE Part a) x" es ss 

VE y EE HS 

d’où 

Y ce 

C'est la transformation par rayons vecteurs réct- 

proques. 

538. Cherchons des représentations conformes d’une 

sphère de rayon 7 sur un plan. 

Prenant pour variables sur la sphère la longitude + et la 

colatitude À, nous aurons 

LIN SLINO, COS D, y =rsinôsiny, 3—r cos. 

On en déduit aisément 

dO? 

sin? 0 
ds? = r?( db? + sin® 9 dg®) = résin 6 ( +de). 

Cette expression deviendra égale à K(dx? + dy?) si l’on 

pose 

dr 5 , dy 40; 
sin ÿ | 

d’où 

æ = logtang +0, V7, 

avec 
K=7r2sin30 

C’est la projection de Mercator. Elle fait correspondre 
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na s à . 
aux méridiens et aux parallèles de la sphère des droites pa- 

rallèles aux axes coordonnés. 

539. On aura une nouvelle solution en posant, par 

exemple, 
RE LV EE, 

d’où 
X — et cosy — tang +0 coso, 

Y = ef sin y — tang {0 sin 9. 

C’est la projection stéréographique. 

IX. — Coordonnées curvilignes. 

540. Soient, comme au n° 153, x, y, z et t, u, ve deux 

systèmes de variables, liées par les relations 

(1) Re OIL u,V), J—= pt u,), 2 — (4, u, 9). 

Supposons que, dans l’intérieur d’un certain domaine E : 

1° les fonctions ,, ©», +3 admettent des dérivées partielles 

continues ; 2° leur jacobien J n’est pas nul; 3° à deux points 

(£, u, ») différents correspondent deux points (x, y, 3) dif- 

férents. 

Lorsque (4, u, v) décrit le domaine E, (x, y, 3) décrira un 

domaine correspondant E/, dans l’intérieur duquel £, ‘u, 

seront réciproquement des fonctions de x, y, z, telles que 

(2) t=D,(x, 7,3), UE DA, 1e) D D,(r, Ye 

Au lieu de déterminer la position d’un point de E’ par ses 

coordonnées cartésiennes æ, y, 3, on peut le faire au moyen 

des nouvelles variables {, u, 6; car, les valeurs de celles-ci 

étant connues, on peut en déduire celles de æ, y, 3, et réci- 

proquement. On donne à ces nouvelles coordonnées le nom 

de coordonnées curvilignes. 

Les points pour lesquels £ a une valeur constante t, repré- 

sentent une surface D,(x, y, 3) = lo, que nous appellerons, 
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pour abréger, la surface 4,. En faisant varier cette constante, 

on obtiendra une famille de surfaces. Les équations 

u—=®D,(x, y,3)= const., b—D,(Tr, y, ss) const. 

représenteront deux autres familles de surfaces. 

La valeur principale ds de la distance de deux points 

infiniment voisins (4, u, ve) et ((+ dt, u + du, 6 + dv) est 

donnée (153) par la formule 

; { ds? = M; dé + M, du? + M; de? + 2N, du dv 

ae | + 2N, de dt + 2N, dt du, 

où | 

ne Aa LUN 99: 09: Mel NEED Ge 
La valeur principale dV de l'élément de volume compris 

entre les surfaces €, t+ dt; u, u+ du; v, ++ dv est donnée 

d'autre part (153) par la formule 

(4) dV —=]|J]dt du dv. 

941. En chaque point x, y, z passent une surface £{, une 

surface w et une surface ep. Les plans tangents à ces surfaces 

ont respectivement pour équations 

0®, 0®, 0%, er 

0®, 0®, 0®, E 
Fe VÈr Ame 7) dz (2e) 0, 

0® 0®, 0® 

Pa on Net ge ee 
Ils se couperont à angle droit si l’on a 

D, JD, | 0, 2, | 2 0. 
0x 0x ‘ dy dy de 0 

] 0®, 0®; 0%, 0®, 0®, 0®, 

(a) où 0e (op dy Ateda par 
0%, VAUT 0®, 0%, fie 0®; 0®, Aus 

dx 0 ‘ dy dy PARTIE 
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Si ces équations sont identiquement satisfaites, quels que 

soient æ, y, 3, les surfaces des trois familles se couperont 

partout à angle droit, et formeront ce qu’on nomme un sys- 

tème orthogonal. 

Dans ce cas, les expressions de ds? et de dV, données ci- 

dessus, se simplifieront. 

Considérons, en effet, l'élément de volume compris entre 

les six surfaces 4, 1+ dt; u, u + du; 6, v + do. Il se réduit 

sensiblement à un parallélépipède rectangle. Le carré ds? 

de sa diagonale sera donné par la formule (3). Ceux de ses 

arêtes seront respectivement M, dt?, M, du?, M; de?. Mais 

le carré de la diagonale doit être égal à la somme des carrés 

des trois arêtes. Donc on aura 

ds = M, d@ - M, du? + M, dv? 

et N,, N,, Na, seront nuls. 

D'autre part, le volume du parallélépipède sera le pro- 

duit de ses arêtes; d’où 

adV FRS, VM, M, M; dt du dv. 

Nous allons passer rapidement en revue les systèmes de 

coordonnées les plus usités. 

942. Coordonnées polaires. — Posons 

= DIN A CO 

y =rsinÀsinp, 

Z — J' COS À. 

Les variables r, x, a se nomment les coordonnées polaires 

du point (x, y, z). 

Ajoutant les carrés de ces équations, il vient 

a Ent Éd mA PO 

Les surfaces 7 — const. sont donc des sphères ayant l’ori- 

gine pour centre. 
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On à, d’autre part, 

dt? + y? ‘ 
RENTE à rs Lang” À. 

EL 

Les surfaces À — const. sont donc des cônes de révolution 

autour de l’axe des z 

Enfin 
47 

2 langue. 

Les surfaces u — const. sont donc des plans passant par 

l’axe des 5. ; 

Ces trois systèmes de surfaces se coupent évidemment à 

angle droit. 

En faisant varier 7: de o à æ, À de o à tr, et ie de O à AT, 

on obtiendra tous les points de l’éspace, chacun une seule 

fois. (On doit excepter les points de l’axe des z pour Îes- 

quels u est indéterminé. A l’origine, À est également indé- 

terminé.) 

On a 

RR En 
M= (5e) er or Ar 

— sin?À cos? u + cos? À cos?u + sin?u —1, 

# /0x\°? dy 2 dz\? 

Mr) +) + (x) 
— r? cos? À cos? + r? cos? 2} sin? ue + r sin? = r?, 

ALORS dy \° 03 \° 

= (0e) + CE) + Qu) 
— r? sin? À sin? + 7? sin*À cos?u — r°? sin? À 

et, par suite, 

ds? = dr?+ r? d\?+ r'sin?\ du, 

dV = r?sinÀ dr dà du. 

L'emploi des coordonnées polaires est surtout avantageux 

dans les questions relatives à la sphère ou aux surfaces de 

révolution. 
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43. Coordonnées semi-polaires. — Pour les cylindres 

droits, on emploie de préférence les coordonnées semi-po- 

laires 
CNRS 

y =rsinp, 

æ æ 
27 7 © 

Les surfaces z — const. représentent ici des plans paral- 

lèles au plan des æy ; les surfaces 7° — const. des cylindres 
x?+ y3= r?, de révolution autour de l’axe des 3; les sur- 

æ 
faces u — const., des plans —— tang x qui passent par cet 

axe. Ces surfaces se coupent à angle droit, et l’on obtiendra 
tous les points de l’espace, une fois chacun, en faisant varier 

r de o à &, u de o à 27, 3 de — «© à + (sauf pour l’axe 

des 3, où x est indéterminé). 

On a ici 
M; = cos p + sin°u 1, 

Mir Sim tr tos rt 

MT. 

et, par suite, 

ds? — dr? + r° du? + dz?, 

dV = r dr du ds. 

44. Coordonnées elliptiques. — Les surfaces 

X2 ve 72 

AR Be CENTS 

où À est un paramètre variable, forment un système de sur- 

faces homofocales du second degré. 

Par chaque point x, y, z de l’espace passent trois surfaces 

du système, dont les paramètres seront les racines de l’équa- 

tion 
23 y? > 

(6). AAA LC 

du troisième degré en À. 
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949. Cette équation a ses trois racines réelles, et res- 
pectivement comprises entre -— À et —B, entre —B et 

— C, entre — Cet + o (en supposant, pour fixer les idées, 

qu'onatA>B>C\. | 

En effet, posons À = — À + e, e étant une quantité posi- 

uve infiniment petite; le premier membre de l'équation de- 

viendra 

2 

L de L1 LA L1 L1 

Le premier terme — est positif et infiniment grand. Il 
ë 

l’emportera sur les autres, qui sont finis. Le résultat de la 

substitution sera donc positif. 

Si l’on posait À — — B — €, le premier membre de l’équa- 

tion deviendrait 

2 

et serait négatif, le second terme — qui est négatif et in- 

fini, l’'emportant sur tous les autres. 

Donc, le premier membre de l'équation change de signe 

entre À = — À + e et À— — B — €. Or, il est évidemment 

continu dans cet intervalle. Donc, 1l s’annulera entre ces 

limites. | 

On voit, de même, que À = — B + e donnera un résultat 

positif; À=— C— + un résultat négatif. Donc, il y a une 

seconde racine réelle dans cet intervalle. 

Enfin, À =— C++ donne un résultat positif; À =+ 0 

un résultat négatif. Donc, il y a une troisième racine réelle, 

supérieure à — C. 

Lorsque X est <—A, A+, B+X, C+ étant négatifs, 

la surface représentée par l'équation (16) sera imaginaire. 

Si À — A et <—B, A+ étant positif et B+X, 
C++) négatifs, la surface sera un hyperboloïde à deux 

nappes. 
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Si AZ — B<—C, ce sera un hyperboloïde à une nappe. 

Enfin, si À > — C, ce sera un ellipsoïde. 

Donc, en chaque point de l’espace se croisent trois sur- 

faces du système, à savoir : un hyperboloïde à une nappe, 

un hyperboloide à deux nappes et un ellipsoïde. 

546. Ces surfaces se coupent à angle droit. — Soient, 

en effet, 
X? dr 2° 

APE Lie NBE MN CCC 
X? LÉ 7° 
SD UBER LE CEE 

deux de ces surfaces qui se coupent au point (x, y, 3). Leurs 

plans tangents ayant respectivement pour coefficients 

LT 14 K & 

ARE BE NOT 

T 2 z | 

AA ON BEEN CEE 

la condition de l’orthogonalité sera 

L? y? + 

GT et + à Br) h) (CHOC AIS 

Or cette équation s’obtiènt immédiatement en retranchant 

l’une de l’autre les deux équations 

XL? Hé 7 ie 22 
PR à PRÈS" 2e EX = = le 

À + À, B + À, Grès \1 

TL? 2 m2 

Az Rise lo LA \ 

et supprimant le facteur commun À: — À,. 

547. Prenons maintenant pour nouvelles coordonnées 

d’un point (x, y, 3) les trois racines À,, À, À3 de l’équa- 

Dee" 
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tion (6). Elles seront liées à x, y, 3 par les relations 

fu Y° F z° 
= a : hf: 

A + À, BH, " C+À 

x° VA Le ag 

NOTE BEF ENS SRE 

T° à 240 D2 
ALT : ne À | 

A + À: pes: CO + À 

Des deux premières, on déduit, par lélimination de z?, 

GANG MN ee) FAN 

A+ A+) (BEA, Ur ie M 

ou, en réduisant et snpprimant le facteur commun x>— À,. 

RER sde ce 
RS En M EUR) (B a) 0 à 

On trouvera, de même, 

AG Fr BC . 

(A + À) (A +43) BEN ER 

Eliminons y?, il viendra 

A — GC a 
AUS AA NE maté ACAPEE RES 

ou, en réduisant et supprimant le facteur À; — ;, 

(A—C)(A —B) Le 

AO EE a Le) À 

(A+A)(A + JA +) 

CAR CAE CO) 
2 — 

On trouvera, de même, 

_(B+k)(B+k)(B+ À) 

MOMIE EMA TRE) 
re (C+M)(C+R)(C + As) 
Fe (C—"AY(C—B) 

y 
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Les coordonnées x, y, 3 n'étant déterminées que par leurs 
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carrés, à chaque système de valeurs de À,, À», À3 correspon- 

dront huit points, dont un seul situé dans le trièdre des coor- 

données positives. 

548. Pour calculer l’élément de l'arc ds en fonction del, 
hs, 3, prenons les dérivées logarithmiques des deux mem- 

bres des équations précédentes. Il viendra 

dx ñE d; d}; dh3 

on DAT N DNA TE ONE NE 

dy Le dà, dhs . dÀ; | 

er B + À, B + À B + À, 

dz 2% di dÂo ds 

sn CE ICE TC 

d’où 

ds? = dx? + dy?+ ds? 

sean d), 
: ASE RNA 

TAPIE EI Dane ue 
is a, dh _ =) 

Le ee rem 
re 41 J)2 x? 1 

NT PR 
1 < x? VA 

ner: TB+R? 
2 a” » 
HR er À 

22 : 

Den & 
2 

ne 5] 
2 

+: 

Les autres lermes se détruiront en vertu de l’équation (5) 

et de ses analogues. 

» 

549. Reste à calculer la somme 

de 
-ALA+HXRR B+nu} 

et ses analogues. 

22 

| MAR TRUET 

RAT Sat CTI 
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Substituant les valeurs de æ?, y?, 3°, cette somme devient 

:| (A+X)(A + À) Fe (B +À)(B +4) 

PI TAZB IA OUR 00 (B-D)(B— CMP LA) 
(C+A)(C +4) L 

| (C—A)(C—B)(C+A) 
elle est égale à 

ATARI MERE LES Ps 
h(A+h)(B+A)(C+ A) 

On peut le vérifier immédiatement en appliquant à cette 

dernière expression, considérée comme fraction rationnelle 

en À,, la règle connue pour la décomposition en fractions 

simples. 

Donc, en désignant par M, cette fraction et par M,, M; 

deux fractions analogues qu’on obtiendrait en permutant cir- 

culairement À, À», À3, On aura 

(8) ds M, di? + M, di + M, di? 
V ee V M, M; M; dh dhs he 

990. Tuéorème De Dupin. — S5 trois systèmes de sur- 
faces 

ITA = CONS METZ. 2e const el (P y she cofst 

forment un système orthogonal, elles se coupent mutuel- 

lement suivant leurs lignes de courbure. 

Soient F(x,y,z)—c—o, (x; y, 3) — c, — 0 deux sur- 

faces quelconques prises dans les deux premiers systèmes. 

Prenons pour origine des coordonnées un point quelconque 

de leur intersection; pour plans coordonnés les plans tan- 

gents à ces surfaces et à la surface (x, y, 3) — co —0 du 

troisième système qui les croise en ce point. 

Le plan des æy étant tangent à la surface F — €, on aura; 

POUR O0 = O0, 3 —,0; 

0F. 9F 
METRE : =), 

OY 



À ART t SE » je NET nt < Heat | "PE ù | : FR y de * 
js D: 7 / 

Là 4 *, 

à TL ? 
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OF rte : 
On aura, d’ailleurs, D Z o, sinon l’origine serait un point 

… 

singulier sur la surface F — c, hypothèse que nous excluons. 

Le plan des y3 étant tangent à la surface D — c,, on aura, 
de même, pour 72=Yy—=7—0, 

0® < 0® $ 
dy = ) dz + ? 

mais | 
0® | 
— Zo. 
0X 

Enfin le plan des 3x étant tangent à la surface W— c,, 

on aura, LOUJOurs pour 4 = y = 5 — 0, 

0W oO (À! 1 
Er = z O0. 

Dares DR TE 

Cela posé, les trois systèmes étant orthogonaux, on aura 

identiquement 

OF 9% JF 0% JF 0% 

0x 0x * dy dy  d: ds 
0® 0Y 9® 9Ÿ où 0 

dx 0x * dy dy ds ds 
CC UE ET) METEO 
0x 0æ dy dy ds 0: 

Prenons la dérivée de la première équation par rapport 

à y ; 1l viendra 

LOS OR NON CPE SOENEUE 
0xoOYy. dx: 02 07.07" = 07? 0y 

LOF DE DE D, 0 ob, 
OV. dy nn ds 0y 02 07-07 0708 

9F 9F 9 a 
0x’ dy” dy d= À l'origine des coordonnées, où s’an- 

nulent, cette équation se réduit à 

®F 0 eve DAT 
Ox dy 0x ds: d30y An 
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Prenant de même la dérivée de la deuxième équation par 

rapport à z, celle de la troisième par rapport à +, et faisant 

ensuite x = y = 5 — 0, on trouvera les deux équations ana- 

logues 
0DAOPRErODEQUL Se. 

0y03 dy 0x dxds 
OW 0F  dY 0!F 
030 0: dy dy0x 

DE MN 
“ 

Ces trois équations, linéaires et homogènes en 
0x 0Y” 

ah DGSE CE 
——).—) montrent que ces quantités s'annulent, car le 
0y 03 030x 

r S ’ 2 , , \ OF 9% 0 

déterminant de ces équations, étant égal à 2 — — —, 
03 0x 0y 

est Z 0. 

On aura donc, à l’origine des coordonnées, non seulement 

F—e—o, QU #20 cs — 0, mais encore vas Le 
ox ? dy È 070) 

Cela posé, soient, pour abréger, À, B, CG, ... les valeurs 

CLEO Een 

D ao 
laurin donnera 

), 

our l'origine. La série de Mac- I l 9 L de M 

O—F—-c=Az+<Bz +<Cry +... 

d’où 

Ce développement ne contenant pas de terme en xy, les 

plans coordonnés seront les sections principales de la sur- 

face F— c. Donc, l’axe des y, qui est tangent à l’intersec- 

tion des deux surfaces F — c, ® — c,, sera en même temps 

tangent à l’une des sections principales. 

Mais l’origine est un point quelconque de l'intersection 

des deux surfaces F — c et D — c,; cette courbe sera donc 

tangente en chaque point à lune des sections principales, ce 

qui est l’une des propriétés caractéristiques de la ligne de 

courbure. 
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531. Cororrarré. — Les lignes de courbure 7 ’une q 
drique sont ses intersections avec les GHGERAES homof 0- 
cales. | 73 

Car les ellipsoïdes et je hyperboloïdes Ponot ee à la 
quadrique considérée forment un système orthogonal. 2 

27 
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CHAPITRE V. 

COURBES PLANES ALGÉBRIQUES. 

I. — Coordonnées homogènes. 

992. Considérons un plan dont les points soient caracté- 

risés par deux coordonnées cartésiennes X, Y. Si nous sup- 

posons que l’une des deux coordonnées X, Y, ou toutes 

deux à la fois, croissent indéfiniment, de telle sorte que l’un 

: x HAE ù 
au moins des deux rapports — tende vers une limite finie 

v 
ve 

et déterminée, nous conviendrons de dire que le point (X, Y) 

tend vers un point déterminé, défini par cette limite, lequel 

point est situé à l’infini, et sera regardé comme appartenant 

au plan. 

Posons 

(1) X—*, Y—?, 

x, Y, 3 étant trois nouvelles variables, assujetties à la condi- 

tion de rester finies et de ne pas s’annuler à la fois. À chaque 

point du plan (complété par l’adjonction des points à l’in- 

fini) correspond un système de valeurs déterminé pour les 

rapports mutuels de x, y, 3, et réciproquement. 

Soit F(X,Y)=— 0 l'équation d’une courbe d'ordre ñ. Rem- 

plaçant X, Y par leurs valeurs (1) et chassant les dénomina- 

teurs, 1l viendra 
» (x or (E,2) = aps) 

29 25 

f étant un polynome homogène de degré n. 

J. — HI. A 
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En particulier, une ligne droite sera représentée par l’équa- 

üon générale du premier degré 

UT +SY +WZTO. 

Les points à l'infini sont donnés par l'équation 

3 = 0, 

qui est un cas particulier de celle-là. Le lieu de ces points 

peut donc être assimilé à une droite. 

553. Posons 

? DE + + VE, T 

Y=NE+pN +VE, 
) (2) s = dE + pln +v 

= — 6, ER 
RTE Fe 

E,, €, &, H étant de nouvelles variables, et À, u, y, ... des 

constantes dont le déterminant D ne soit pas nul. Soient L, 

M,N,... les mineurs de D ; ces équations, résolues par rap- 

portà &,n, &, donneront 

Læ + EE Tr" pr 
Sas D : 

M zx + M' M'z 

Nx + N'y + N'z 
SR re Et) durer ) 

et X, Y seront liés à &, H par les relations 

A À + pH + VE +UH +) 
TN ER UE PTE 
À ERREURS g MX+MY+M 

LT TE NX EE NATRNE NX ENY EN 

Ces équations, qui définissent sans ambiguïté-les rapports 
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mutuels de £, n, &, en fonction de ceux de x, y, 3 etrécipro- 

quement, peuvent être interprétées de deux manières : 
1° On peut considérer x, y, 3 et &, n, € comme deux 

systèmes de coordonnées différents représentant un même 

point. Dans ce cas, £ représente, à un facteur constant près, 

la distance de ce point à la droite 

o= Er +L'y+L's—z(LX + L'Y +"), 

et de même pour n et C. Le point est ainsi caractérisé par 

les rapports de ses distances aux trois droites £— 0, n —0, 

€ — o. Ces droites forment un triangle qu’on nomme triangle 

de référence ; &, n, € seront des coordonnées trilinéaires. 

La courbe f — 0, rapportée à ces nouvelles coordonnées, 

aura pour équation 

AVE UDC NEO, 

dont le premier membre est encore homogène et de degré n. 

2° Considérons au contraire £, n, { comme des coordon- 

nées de même nature que æ, y, z. À chaque point (x,y, 3), 

les équations (2) feront correspondre un autre point (£, n, €) 

généralement différent, et qu'on nomme son transformé 
homographique. La courbe He 3) — O aura pour trans- 

formée la courbe 

PRET EME ATEN) 0. 

En parüuculier, la droite à l'infini 3 = o aura pour trans- 

formée la droite 
VE+un + VE —00; 

et la droite 

Næ+N'y+N'’z—=o 

aura pour transformée la droite à l'infini 6 — o. 

594. Soit (X, Ÿ) un point du plan, situé à distance finie, 
ainsi que son transformé homographique (Æ, H); on aura, 
d’après cette hypothèse, 

EU +)" 7 0, NX + N'Y + N'2o. 
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Soient (X,, Y,) et (X, + AX,, Y, + AY,) deux points 

quelconques infiniment voisins de (X, Y);, (&,, H,) et 

(EÆ,+A5%,,H,+AH,) leurs transformés; l’écart| AX, |-+ [AY,| 

des deux premiers points sera du même ordre de grandeur 

que l'écart | AE, | + | AH, | de leurs transformés. 

On a, en effet, 

_ AS +AE,) +p(Hi+ AH )+v AS + ul, y 
1 ONCE, + AE, ) u'(H,+ AH) +" VE, + p'H, + v 

— P AE, + Q AH,, 

AX 

Pet Q tendant vers des limites finies lorsque AE, et AH, 

tendent vers zéro. On aura donc 

[AX, 121 PITAS | +1 Q1 AMIE R(IAE| + |A [], 
R étant une quantité finie. 

On trouvera, pour AY, |, une limite analogue. Donc le rap- 

port de [AX,|+|AY, | à |[AE, || AH, | ne peut surpasser 

un nombre fixe. Et comme on peut faire le même raisonne- 

ment sur son inverse, on voit que les deux écarts considérés 

sont du même ordre de grandeur. 

Il résulte évidemment de là que, st deux courbes F — 0, 

F,=oontun contact d'ordre m au point (X, Y}, leurs 

transformées ® —0, D, — 0 auront le même contact au 

point (E, H). 

Nous avons admis, dans la démonstration, que (X, Y) 

et (E, H) étaient tous deux à distance finie. Mais le contact 

de deux courbes en un point à l'infini n’a été, jusqu’à pré- 

sent, l’objet d'aucune définition. Nous dirons donc que deux 

courbes ont un contact d'ordre »m en un semblable point 

lorsque, ce point étant ramené à distance finie par une trans- 

formation homographique, les courbes transformées ont un 

contact de cet ordre. Cette convention permettra d’énoncer 

le théorème sans restriction. 

555. Covariänts. — Soit 

f(æ, 7,3) = Étagyæ* }PaY, a+B+y=n 
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soient des constantes indéterminées. Par la transformation 

homoeraphique (2). nous obtiendrons un nouveau polynome srapniq ); PpOoiy 

HONEGERLENSENEN RE) (En, é) = ZAsgyEAnPEr 

de même degré, et dont les coefficients À,8, seront des fonc- 

tions linéaires des 4,g,. 

Cela posé, soit P (x,7,3, ..., &g,, ...) un polynome en- 

uer et homogène en x, y, z d’une part, el par rapport aux 

coefficients a4gy d’autre part. Si, en substituant pour &, n, € 

leurs valeurs (3) en x, y, z et pour Ayg,, ... leurs valeurs 

en ay, -.., On a identiquement 

ME TC astres) = MP (x; Y:5; MAT TE 

M désignant un facteur convenable, on dira que P est un 

covariant de f. Ge sera un éneariant six, y, 3 n’y figurent 

pas. 

Il est aisé de déterminer la nature du facteur M. En effet, 

le premier membre de l'équation (5) est du même degré que 

P(x,y,3,..., &ugy, ...), tant par rapport aux variables x, 

Y, 3 que par rapport aux coefficients @a,g,. Le quotient M 

sera donc une fonction de À, x, y, ... seulement, laquelle 

sera d’ailleurs rationnelle et de la forme _ Q désignant 

un polynome entier. 

En appliquant, d'autre part, aux fonctions & (6, n, 6) et 

P(Ë,n,6,..., Aug, ...) la transformation homographique (3) 

inverse de la précédente, on reviendrait évidemment à la 

fonction primitive f(x, y, z) et la condition d’invariance 

donnerait 

ROME Vie nr ab riernlesutie (ENT. 5 A aByne el 

le facteur M, — _ se déduisant de M par le changement de 
1 

LAALEE TE 
À, bi, y, HAE mr 
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La comparaison des équations (5) et (6) donne 

PRES MM, == Fan AE QQ,, 

car les déterminants D, D, sont réciproques. D'ailleurs, L, 

L', L’, ..., D sont des fonctions entières de À, u,v,...; done 
Feel RAS ai) L 

Q;;,-qui est entier en D’? sera de la forme Le; 

R étant un polynome entier en À, , y, .... Donc, pour.que 

l'on ait QQ, = 1, 1l faudra que Q divise DS et, par suite, se 

réduise à une puissance de D. Donc, enfin, M sera une puis- 

sance de D, positive ou négative, telle que D. 

Pour déterminer l’exposant k, considérons la transforma- 

tion particulière 

(7) RS RER UN es ART RES 

pour laquelle D = }*. 

La fonction f étant de degré n, cette substitution multi- 

pliera tous les coefficients par }?. On aura donc, si P est de 

degré m par rapport aux variables et de degré p par rapport 

aux coefficients, 

Le bd + UE To A By FES Le D de pe EE "aug; .. j 
Â 

: — }-/1+np FOE,16 SE AaBys une ) 

et, par suite, 

PRE INT np. 

FA 3 

Ce nombre doit être entier ; s’il ne l'était pas, il faudrait 

en conclure l'impossibilité de l'existence d’un covariant P 

de l’espèce supposée. 

996. Les covariants satisfont à un système d'équations 

différentielles qu'il est aisé de former. 

Faisons, en effet, la transformation particulière de déter- 

minant 1 

(8) z=i+emn, y=n st, 



d’où 

Gr 5e Lu COURBES PLANES ALGÉBRIQUES, 

É—xT--EYy, M Ÿ: CEE 
on aura 

MAT UNI E Zaagy(i + en JenPér 

ou, en développant et négligeant le carré de l’infiniment 

petit e, 

142 UE NU ZE aagy Et nPET + Lex aug; Et net ET. 

Changeons, dans la seconde somme, sena+ 1etf$ en 5 —1 

et réunissons-la à la première : 1l viendra 

SE + en, 0,6) = ÉLaugy + 8(a + 1)@uu, 81,7 Et nPET 
et, par suite, 

À aBy — auBy + E(X + 1) dut, 81, y 

(le second terme n’existant pas si 5 —0). 

Cela posé, l'équation (5) se réduira, dans ce cas particu- 
à] 

lier, à 

CRETE PRE ee Gabyeee (OL EMA dE Bet-yae de) 

SAME AN ST AENEE TES 

ou, en développant suivant les puissances de e, négligeant 

encore son carré et supprimant le facteur e, 

OP 9P 
— y— + 2(a +i)ay1 8 1y-————=0 Mr (æ +1) a+-1, 6 LT aug ; 

la sommation s'étendant à toutes les valeurs des indices 

pour lesquelles af +y= ne Lo. 

En permutant les variables +, y, z et en même temps les 

indices &, $, y, on obtiendra cinq autres équations ana- 

logues, exprimant que la condition de covariance est satis- 

faite pour chacune des substitutions particulières 

LRU ES VEN: Eee 

EE, M'A 66, Fbrsoal &? 

(9) \ TE, _ J=n+E,  s—E, 
7 ar Den 3 =C+eé, 

Dies C4 Van, 3=C+ en. 
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Réciproquement, tout polynome homogène qui satisfait à ce 

système d’ équations différentielles est un covariant. En effet, 

en vertu de l’homogénéité, il satisfait à la condition de co- 

variance pour la substitution (5), et l’on peut s'assurer aisé- 

ment que toute substitution homographique s'obtient par la 

combinaison de substitutions successives des espèces (5), 

(8): (9): 

557. Pour mettre en lumière l'importance de la notion des 

covariants, nous remarquerons qu'une propriété particulière 

de la courbe. | 
GE f(D, sh Das piel 

est généralement caractérisée par une ou plusieurs relations 

entre ses coefficients. 

Admettons qu’une certaine propriété soit représentée par 

un système d'équations. 

CIS Gi eiO, 

les c étant les coefficients d’un covariant P. Cette propriété 

sera commune à toutes les transformées homographiques 

dev | 

Soit, en effet, 

= L 
JUKE + un + VE, Lise ….)= > Aspyétnfer 

l’une de ces transformées ; on a identiquement, par hypo- 

thèse, 

OZ PT, ys5,. aie 20 PER UNE RNCS Ca El 

et, en vertu de l'équation (6), on aura de même identique- 

ment 

PET & io ; AaBy: ARC tt 

Ces propriétés communes à une courbe et à ses transfor- 

mées se nomment propriétés projectives. On appelle pro- 

priétés métriques celles qui sont au contraire altérées par 

une transformation homographique. 

#È 
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Nous allons passer en revue quelques-uns des covariants 

les plus simples. 

598. Drscriminant. — Il est généralement impessible de 

déterminer les rapports de x, y, z de manière à satisfaire 

simultanément aux trois équations 

IE, GEST of 
Fees , DL Ce 0 À 

L’élimination de ces rapports donnera, en effet, une équa- 

üon de condition 

AE 0. 

Le polynome À se nomme le désériminant de f. C'est un 

invariant. Soit, en eflet, 

(ro) ATEN ER ES ETC DS 

une transformée homographique de f, et soit A, son discri- 

minant. La condition nécessaire et suffisante pour qu'on 

= 4 , sous , do 

puisse annuler simultanément les dérivées partielles dE” FL 

do 
PA sera À, — 0. 

Mais, si nous prenons les dérivées partielles de PES 

tion ns par rapport à &, n, G, il viendra 

de 0j 0 
(1) + 

PRPRrEE 
df ce Si donc on peut annuler à la fois SRE m8 on pourra 
dy 

Jo do do. 
annuler à Ja fois TRE T° el réciproquement. Donc les 

FT 

deux équalions a. et A, —0 sont équivalentes, et À, A, 
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ne peuvent différer que par un facteur indépendant des coet- 

ficients de f. 

909. Hessien. — On appelle hessien de f le déterminant 

D NE 
0x?) 0x dy 0x03 

LP NE 
PDP ONE y O OZ 

PÉTONTSOESNAROEE 
0z0x 0z:0dy 02 

à : ù À d 
Ce n’est autre chose que le jacobien des fonctions d., 

Of ‘d k : Dee 
A oh et H—o exprime, comme on sait, la condition 
dy dz 

nécessaire et suffisante pour qu'il existe une relation linéaire 

entre d Dre) of Ga 
DA OT dz 

Soit H, le hessien de w; H;—o sera la condition pour 

qu'il existe une relation linéaire entre les différentielles de 

Cœ do dv 
RTE —; dE Mais les équations (11) différentiées permettent 

, ST NE à rex Of 
d ie linéairement ces différentielles par celles de = 

of 0 LL. GA et récipr oquement. Si donc :1l yaune relation entre 
dy ds 
ces dernières différentielles, 1l y en aura une entre les pre- 

mières, et réciproquement. Les équations H—=o, H, —o 

sont donc équivalentes et ne peuvent différer que par un 

facteur indépendant des coefficients. 

Le hessien est donc un covariant. 

960. Polaires. — Soient x, y, z et x', y', z! deux séries 

de variables, assujetties à une même substitution homogra- 

phique 

( æ —ÀË + un +, MT 
(127) 

( æ'= DE + pn'+ nv, 

g de 

e. 

7 
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On aura évidemment 

Ha =M(E+E)+p(n+n)+v(C +), 

Cela posé, soit f (x, y, z) un polynome qui, par la substi- 

tution ci-dessus, se change en 

o(é, 1}; ae 

f{x+x',y +y!, 343) se changera évidemment en 

| D(E+Eintn,é + 6). 

Développant les deux membres de l'égalité 

PÉRT, VeR Tiers) =oplÈ En Ent +) 

suivant la série de Taylor, il viendra 

119 F0 WU ride dy De 
f+(a + es) + TE EN 

RP AT AC 
a ne), Ce ia a): 
Fa dé on œ)*? 14 RS 

égalité qui deviendra identique si l’on y remplace x, y, 3, 

æ', y', 3! par leurs valeurs (12). En égalant séparément les 

termes d’un même degré m par rapport à £/, n/, €, il viendra 

A0 SE DR AP UD PRE à<0 SORTE 

ra to) ) Cat te) ? 
Donc l'expression 

est un covariant de f, pourvu que x/, y’, z! y soient soumis 

à la même transformation homographique que x, y, z. 

Ce covariant se nomme la me polaire de f par rapport 
au point (x, J', 3’). 
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961. Pornts simples et points multiples. — Soit 

J(x,7,3)=0 

équation en coordonnées trilinéaires d’une courbe d’ordre 

n;etsoit (x, y, z)un de ses points. Cherchons son ordre de 

multiplicité. 

Une droite menée par ce point et par un autre point arbi- 

traire (a, b, c) est évidemment représentée par l'équation 

TL AR ECL 

y! y b | =o : 

C 

ou par le système équivalent 

MS IC LEE CES 

(15) yl=ylt+ 6s, 

ZE SERIES, 

x’, y', 3! étant les coordonnées courantes et {, s deux para- 

mètres, dont le rapport caractérise les points de la droite. 

s RES x 
Les valeurs de ce rapport À pour les points d’intersection 

de la droite avec la courbe; seront données par l'équation 

o—f(xt+as, yt+ bs, zt+ cs) 

| # of Of Fr = > Nt- 111 : 
(14) ( — 1,2) ne 4 s(e 0x MA sec +. 

| rm çn 0 0 Ô mn 

ir (ae VC) FES 

g: ea” DIRE sont pas nuls à la fois, on n'aura, en 
Ar OY 0z 

général, qu'une racine nulle; le point sera simple. 

La racine nulle sera double si a, b, c sont déterminés de 

telle sorte qu’on ait 

of Of Of 
rn—1 Rs — 

‘ 10 Arr ea) =e 
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- Substituons, dans cette équation, les valeurs de as, bs, cs 

urées des formules (13) et remarquons que l’on a, d’après 

une propriété connue des fonctions homogènes, 

Here DT Ron Dos ion 

il viendra, pour l’équation de la tangente, 

Supposons, au contraire, que f et toules ses dérivées 

successives, jusqu’à l’ordre »m — 1 inclusivement, s’annulent. 

L'équation (14) aura mn racines nulles etlé point (rer) 

sera muluple d'ordre mn. 

On aura plus de mn racines nulles si &, b, c sont choisis de 

telle sorte qu’on ait 

m 0 0 Yo # — s (a ri+es) D 0: 

Cette équation, jointe aux équations (13), caractérise les 

tangentes au point multiple. Il est aisé d'éliminer les quan- 

tités auxiliaires a, b, c. Nous venons de voir en eflet que, 

f étant homogène et s’annulant au point (x, y, z),ona 

s(e DRE GREE cE) = el CH RL Ur 0x dy ‘oz 0x Ÿ 9y “dy 

Cette nouvelle fonction étant elle-même homogène en x, y, 

z et s’annulant au point æ, y, z, on aura, par la répétition 

de la même opération, 

2 0 Ce EU $ fi NÉ 50 RUN ER 
$ (a+ en) /=(e Er: Fe VUE =) 

et enfin 
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Le faisceau des tangentes cherchées aura donc pour équa- 

tion 
Ô 0 d \" 

1) L'—+y— +s — 0: 
RE ( de OT 03 J | 

Le premier membre de cette équation est un covariant. 
Pour vérifier qu’il se décompose en un produit de facteurs 

linéaires, nous pourrons supposer qu'on ait pris le point 

(æ, y, 3) pour l’un des sommets du triangle de référence ; on 

aura, dans ce cas particulier, æ—0, y —0, et l’équation (15) 

(a 0 de Ô ax 

0x Y dy MEN 

car toutes celles des dérivées d'ordre mn où figure une dériva- 
DT 

? 0x* 0yP d2Y 

l’une d’elles: c’est la dérivée par rapport à z de la dérivée ; P PP 

se réduira à 

ton par rapport à 3 sont nulles. Soit, en effet 

d'ordre m—1 
1 ALES À 

| xt d) 8 9:Y-!1 È 

laquelle est homogène de degré n — m+1 et s’annule pour 

æ—7—=0. On aura donc l'identité 

HSE OEM 
+ 3 F0x  Y9y Te 

. , . \ OI — 

qui se réduira à 7: = 9 au point T—0, y —0. 

962. Points d’inflexion. — Ce sont, par définition, les 

points simples où la tangente a avec la courbe un contact 

d'ordre supérieur au premier. Si donc (x, y, z) est un de 

ces points et qu'on choisisse le point (a, b, c) d’une manière 

quelconque sur la tangente, l'équation (14) devra admcttre 

trois racines nulles ; on aura donc non seulement 

DOI PER OR 
AT dy ‘ds re 
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mais encore 

Cette dernière équation devant être une conséquence de 

la précédente, son premier membre, qui est un polynome 

du second degré en a, b, c, se décomposera en un produit 

de deux facteurs, dont l’un sera précisément 

PORTA DRE OU 

dx dy AAz 

La condition pour qu’une décomposition en deux facteurs 

soit possible est, comme on sait, que le déterminant de cette 

forme quadratique 

e Ôs 
re df 02 f f. 

Lo a me Ur 0) 0z 

81: DT DA 

0207 03:07 )z°? 

soit égal à zéro. 

Réciproquement, si H—o, on aura affaire à un point 

d’inflexion. On pourra, en effet, déterminer trois nombres 

a, b, c de telle sorte qu'on ait 

of FRUITS 
TOx? 0x 0Y grd ? 

DAT: ®f KL LE 
0y0x dp  ‘dyd 

D EE 0 TA CE 
0: 0x 0: dy OPPOar NE RE 

Ajoutant ces équations respectivement multupliées par 
T 4 3 

——— s , 
APR QUES PO der | 

et tenant compte de l’homogénéité de 
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_ D ne il viendra 

DFA Nero). Aa +b— +c<— —o. 
dx 0Y 03 

Le point (a, b, c) est donc sur la tangente. 

D'autre part, les mêmes équations, multiphiées par &, b, c, 

et ajoutées ensemble, donnent 

0 0 JE 
(«a +es+es) = #0: 

La tangente.a donc un contact du second ordre avec la 

courbe. 

Les points d’inflexion seront donc les points d’intersection 

de la courbe f—o avec sa hessienne H—o. Cette der- 

nière courbe étant d'ordre 3(n—2), on aura, en général, 

3n(n—2) points d'inflexion. 

Ce nombre s’abaisse dans le cas particulier où la courbe 

f—0 a des points multiples. En effet, on a, en chacun de 

ces points, 

De AT D A RO 
NCA TERERRE d3 

ou, à cause de l’homogénéité, 

BETA GE 200 RES 
UE Tr dy Fgæds 

RO f: AO NOTE 
Toyox dy gros 
DR) ® f ORNE 

F9z0z  Ÿ 9z 0Y T9 2 

et, comme %, y, 3 ne sont pas nuls à la fois, le déterminant 

H de ces équations doit être nul. 

Les points muluples de f figurent donc, chacun avec un 

certain ordre de multiplicité, parmi les intersections de f'et 

de H. Maïs ce ne sont pas des points d’inflexion, d’après la 

définition de ceux-ci, qui doivent être des points simples 

de f. F 
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563. Classe. — On nomme classe d’une courbe f le 

nombre y des tangentes qu'on peut lui mener par un point 
arbitraire (x', y’, 3'). 

Soit (+, y, 3) le point de contact d’une de ces tangentes; 
on aura 

(16) f(æ, 7,3) —=0; 

et la tangente en ce point passant par (x’, y’, 3') 

ROSE Jets OF (17) ira ARS DE US 

Les deux courbes (16) et (15), de degrés n et n — 1,se 

coupent en n(n— 1) points. On a donc, en général, 

V— n(n—1). 

Toutefois, si la courbe f a des points multiples, leurs 

coordonnées satisferont identiquement aux deux équations 

ci-dessus, quels que soient +’, y’, z'. La droite qui joint un 

de ces points multiples au point arbitraire (x’, y', z'), bien 

que coupant la courbe en deux points coïncidents, n’est 

pourtant pas une langente au sens propre de ce mot. On 

devra donc, dans l’évaluation de la classe, supprimer ces 

solutions étrangères. 

364. Coordonnées tangentielles. — L'équation générale 

d’une droite est de la forme 

= UL EE Y HIWEZE O. 

Les coefficients uw, », æ (ou plutôt leurs rapports) se nom- 

ment les coordonnées tangentielles de la droite. 

Les diverses droites qui passent par un point (a, b, c) 

satisfont à l'équation 

ua + sb + wc —o, 

qu’on peut considérer comme représentant ce point. 

Plus généralement, les droites qui satisfont à une équa- 

J, — I. 36 
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tion homogène et de degré y en u, +, 

F(u,v.:æ)—=o 

enveloppent une courbe, dont nous dirons que l’équation 

précédente est l'équation tangentielle. 

Cette courbe sera de classe y, car, si l’on veut détermi- 

ner celles de ses tangentes qui passent par un point arbi- 

traire (a, b, c), il faudra associer les deux équations 

F(u,r,w) —0, ua ++ Pb + wc — 0. 

Tirant de la seconde équation la valeur de l’une des incon- 

nues &, /, , pour la substituer dans la première, on aura 

une équation de degré v pour déterminer le rapport des 

deux autres. 

Deux courbes F— 0, ® —0o, des classes u et y, auront 

by tangentes communes dont les coordonnées seront défi- 

nies par les équations F — 0, D — 0. 

969. On peut distinguer des tangentes simples ou mul- 
uples, par des considérations calquées sur celles qui nous 

ont servi à l'étude des points multiples. 

Soient, en effet, F(u,v,æ)—o l'équation BARRE 

d’une courbe de classe » ; Cu, e,) l’une de ses tangentes. 

Son intersection avec une autre droite arbitraire (a, b, c) 

sera représentée par l’équation 

L'URL 

PDA O0 

GATE 

ou par le système équivalent 

u= ul as, p'= pl + bs, DIET ECS: 

s £ HT 
Les valeurs de F pour les tangentes menées de ce point à 
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la courbe sont données par l'équation 

o—F(ut+as, vt + bs, wt + cs) 

OF 0F 0F 
— fn SEPT D | RE Sud, Paul et Ie. , —.{é" Fu, p,w) +t (as co +ese) +. 

.0F 0F 0F 
ln n° jme SOnt pas nuls à la fois, on n’aura, en 

général, qu’une racine nulle ; une seule des tangentes me- 

nées par le point considéré coïncidera donc avec (u, 6, æ). 

Toutefois, si la droite (a, b, c) passe par le point de con- 

PATES 

S 

) de la tangente (u, v, w), deux tangentes 
du” de” 0w 

au moins coïncideront avec (u, #, w). 

OF OP 0E ra Le 
Si —; —, — et, en général, toutes les dérivées de F 

du dv 0dw 

d'ordre < m s’annulent, on aura toujours m racines nulles, 

et nous dirons que (u, #, æ) est une tangente multiple 

d'ordre m. Le nombre des racines nulles s’élèvera d’ailleurs 

au-dessus de m s1 a, b, c satisfont à l’équation 

DD or 
(ao +e KES O: 

laquelle se décomposera en un produit de m facteurs 

linéaires, dont chacun représente un point de contact, 

566. Il est aisé de passer de l’équation d’une courbe en 

coordonnées ponctuelles à son équation en coordonnées tan- 

gentielles, et réciproquement. 

Soient, en effet, (u, v, æ) les coefficients de la tangente en 

un point (x, y, 3) de la courbe f(x, y, 3) — 0. Cette droite 

passant parles deux points (x,y,z)et(x+dx,y+dy,z+d2), 

on aura 

UT +VY +W3—O, u dx + + dy + w ds —0, 

usv;:w;;yds—3:dy; 3dx—xds;;xdy—7ydx, 
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Mais on a d'autre part 

Of CRÉRTRUA x + +se=nf=0, 

of - of ,0 | 
VU Ti yassdyp:sdr- vds: dy ydr. 

RE UP EU. L'HpuP 
OX °0y" 0: 

Eliminant +, y, s entre ces équations et l'équation f = 0, 

on aura l'équation tangentielle cherchée 

Eu, p, w)==0; 

Réciproquement, soient (x, y, 3) les coordonnées du point 

de contact de la tangente (u, 6, w) avec son enveloppe F — 0. 

On aura 

ULT+VY+WS—=O, æ du + y dv + 3 dw =, 

d’où 

Tiyi3:11.0 diw—-sv de SL w du u diw : u do — 6 du. 

GES , 9F DRE F— 

du "dv OPUS 
0F 0F OF 
PAS Le + 0) 

d’où 

DETOTQE 
— !—: — 1! 6 ds — w de : w du — u dw : u de — v du. 
ou ot  .0w 

Donc 

 2F , 0, 0F 
=" du." dv dw o 
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Eliminant w, v, w entre ces équations et F — 0, on retom- 

bera sur l'équation ponctuelle f(x, y, 3) = 0. 

967. Un polynome homogène et de degré n 

ARE TRI ARE» Zaspy x*yP2Y 

contient un terme en x”, deux termes en z#7!, ..., n +1 

termes indépendants de x, soit, en tout, 

(n+I)(n +2) 
1+2+...+(n+I1) = mr re LOL OS 

On peut donc assujettir ses coefficients à satisfaire à 

(n+i)(n +2) 

2 

détermineront leurs rapports. Le polynome sera ainsi déter- 

1 relations linéaires et homogènes, qui 

miné à un facteur constant près. Toutefois, si le déterminant 

des équations de condition est nul, 1l restera plusieurs coef- 

ficients indéterminés. 

On obtient une relation de l'espèce considérée en assuJet- 

tissant la courbe f—o à passer par un point donné 

(&i, V1, 31). Pour exprimer que le point est multiple 
m(m +1) 

d'ordre m, on devrait écrire conditions dé même 

nature, exprimant que les dérivées partielles d'ordre m — 1 

de f s’annulent toutes en ce point. 

Ces conditions sont d’ailleurs suffisantes, car fet ses dé- 

rivées partielles d'ordre moindre s’annuleront aussi. Soit, 

en effet, I l’une quelconque des dérivées d'ordre » — 2; on 

aura, d’après le théorème des fonctions homogènes, 

| ol: oI SR 
(n—m+I=r + ++ —o, 

DEL EN O YA de | 

puisque les dérivées d'ordre m— 1 qui figurent dans le 

second membre sont toutes nulles, par hypothèse. 

Les dérivées d’ordre rm — 2 étant toutes nulles, celles 

d'ordre m — 3 le seront aussi, et ainsi de suite, jusqu’à f. 
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Nous obtenons donc la proposition suivante : 

On peut toujours déterminer, et en général d’une 

seule manière, une courbe d'ordre n passant par 
n+i)(n +2 . r HONTE) — 1 points donnés. 

2 

Cet énoncé subsistera, si l’on remplace la condition de 
0 ü 

I CNIEET | } ; 
passer par LL rose donnés par celle d’avoir un 

point multiple d'ordre m donné de position. 

(n+i)(n +2) 

2 

seulement, les coefficients seraient déterminés en fonction 

S1 le nombre des points donnés était .) 

linéaire de deux d’entre eux, c, c,, qui resteraient arbitraires, 

et l'équation de la courbe cherchée serait de la forme 

cCM+cM,=o, 

M, M, étant des polynomes déterminés, d'ordre n. En fai- 

C | 
sant varier le rapport = on obüendra un faisceau de courbes, 

passant toutes par les points donnés ; mais elles passeront 

aussi par les autres points d’intersection de M avec M,. 

(n+i)(n +2) à 

2 

points arbitrairement pris dans le plan, est associé un 
(n+i)(n +2) 

2 

toute courbe d’ordre n qui passe par les premiers points 

passe ausst par les autres. 

On voit ainsi qu'à chaque système de 

autre système de n? — + 2 points tels que 

968. Les considérations qui précèdent permettent d’ob- 

tenir aisément une limite supérieure du nombre des points 

multiples que peut présenter une courbe donnée d'ordre n, 

FÉCENNE 

Supposons d’abord que le polynome f ne soit pas décom- 

posable en un produit de facteurs rationnels. Soient p,, pe, … 
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les points multiples, 4,, &, ... leurs ordres de multiplicité : 

Di PES) 

2 
chacun des nombres = sera au moins égal à 1. 

El L4 A l 4 

La somme DEL. étendue à tous les points mul- 

(n—1)(n—2) 
tiples, ne pourra surpasser = 

Supposons, en effet, qu’elle surpasse ce nombre. 

Parmi les points multiples, choisissons-en un ‘certain 

nombre p,, ..., px en nombre strictement nécessaire pour 

que la somme | 

LNH T1) 
; SD 

1 

soil plus grande que — 

Deux cas seront à distinguer 1c1 : 
Si SZ n(n pres 

1, on pourra déterminer une courbe © 

d'ordre nr — 1 A les points p1, ..., px Comme points 

multiples d'ordre 4, —1, ..., 1x —1, et passant en outre 
n(R+HI LR DST PA | 

par Lee — 1 —S} points choisis arbitrairement sur 1e 

A : ON LT 
car cet ensemble de conditions donne bien les PAUSEER) + 

2 

relations linéaires et homogènes auxquelles on peut assu- 

Jetur les coefficients de «. 

Cherchons le nombre N des points d’intersection de f'et 
de +. 

Ainsi que nous le démontrerons plus tard, un point com- 

mun à deux courbes, et dont les degrés de multiplicité sur 

ces deux courbes sont respectivement u et y, compte en gé- 

néral pour my intersections. Le nombre des intersections 

correspondantes aux Fr multiples sera donc 

Sens So 1) te) 
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On aura donc 

ÿ: n(n +i Nina sn URSS SR 
2 

# n(n +1 
Une SE 

(nr) (nr 22) n(n +1) 

Sr Bet MR RUE D. —1>a(n—1:). 

Ce résultat est absurde, car deux courbes de degré n et r —1 

ne peuvent avoir plus de a (n— 1) points communs si elles 

n'ont pas de partie commune, ce qui n’est pas le cas, la 

courbe f étant indécomposable, par hypothèse. 
. TOUTE Ve 

° Supposons, au contraire, eee, Soit p le 

plus grand enter tel que l’on ait encore 

| DÉCEEr Ré" 
Z ——— — 

2 

On pourra déterminer une courbe + de degré 7 — 1 admet- 

tant les points p,, ..., px_1, pr avec des ordres de multipli- 

CL ever eo HcotiIue nombre N deses points d’in- 

tersection avec f sera au moins égal à 

DITES 1) PRE: 
1 

et, comme 350 +1 et que, d'autre part, 

k—1 

Ne 1) ie (p.+1)p 
2 2 

est par hypothèse © Ste — 1, On aura 

N>2[220 > n(n—1). 
4 

La conséquence sera la même que dans le premier Cas. 
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Enfin, si f est un produit de facteurs f, f», ..., les points 

multiples de f seront évidemment : 1° ceux des courbes f\, 

f2, ... considérées isolément ; 2° leurs points d’intersection 

deux à deux. Les uns et les autres sont en nombre limité (si 

nous excluons le cas où f admettrait un facteur multiple). 

II. — Cycles. 

969. Un cycle ayant pour origine le point (X5, Yo) est 
, 

généralement défini par deux équations de la forme 

(1) X=X;+at+alt?+..., Y=Y+bit+Br+..., 

ou, en coordonnées-homogènes, par les proportions 

Toy ia: Xotalt RL Yi +... ir, 

ou enfin, en multipliant les seconds termes des proportions 

par un même facteur de la forme 35 + cit + cat? + ..., où 3 

n’est pas nul, par des relations de la forme 

(2) CTI ES EN DEAR 

où 
AR dil+ Gel? +.. , 

Te Yo + dt + bl +. 

de DTA CE tee 

Zo n'étant pas nul. 

Un cycle dont l’origine serait à l'infini serait représenté 

par des relations analogues, où z, serait nul, mais x, ou yo 

différent de zéro. 

Réciproquement, un système de relations tel que (2) dé- 
finit un cycle, car, en supposant, pour fixer les idées, z,20, 

T To , , 
ne T ÉD T_ <cront développables suivant les puissances 

3 3 

entières et positives de £. 

570. Nous supposerons que le paramètre £ correspond 

uniformément aux points du cycle. S'il en est ainsi, .et si la 
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tangente au cycle est une droite 

Y—Y—a(X— Xi), 
non parallèle à l’axe des Y, on pourra, en posant : 

(mlf PTE VO le PRE 

déterminer les coefficients À de telle sorte que les équalions 

du cycle prennent la forme canonique . 

(99 X—X,+ ur, Y=—=Y,+ au + aquo+ui), 

r, lo, ... étant une suite d’entiers croissants sans autre divi- 

seur commun que l’unité. 

Dans le cas exceptionnel où X — X, — o serait tangente, 

on aurait une forme canonique analogue: 

Ne AS + douo+..., NE YA + ur. 

Pour une valeur donnée de X —X,, les équations (5) 

fourniront r valeurs n5, 4, -.., nr_1 de Ÿ, données par les 
1 

formules suivantes, où (X — X,)’ désigne l’une quelconque 
2Ti 

des racines rièmes de X — X,, et 8 l’exponentielle e 7 

sx F No do EUX NN TR GX ER RON EIRE Re 

(4) 

Le cycle pourra d’ailleurs être exprimé, sans l'intervention 

d’un paramètre, par l’équation 

(5) PIX, Y)—(Y—n)...(Y—n:)=0, 

dont le premier membre est un polynome en Y, ayant pour 

coefficients des séries de puissances entières et positives de 

ee Ce 

971. Revenons à la forme générale (2) des équations du 
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cycle. Les paramètres des points d’intersection d’une droite 

Læ+hy+is—o 

avec le cycle sont donnés par l'équation 

(6) APTE RIM NU ER 

S1 la droite passe par le point (%,, Yo, 30) origine du 

cycle, on aura 
À Lo+ Yo + À; Sp — O, 

et, si &r, b,, c, est la première colonne de coefficients qui ne 

soient pas proportionnels à æ6, Yo; Zo, le premier membre 

de (6) sera de la forme 

(Aa, + kb; 42 0;) 0 Es, . 

L’équation aura donc 7 racines nulles, qui se changeraient 

d’ailleurs en racines infiniment petites pour une autre droite, 

infiniment voisine de la précédente, mais ne passant pas par 

l’origine du cycle. La droite et le cycle doivent donc être 

considérés comme ayant r points d'intersection concentrés 

à l’origine. 

Ce nombre sera aceru si l’on a encore 

ka, +hb,+ ICE O, 

auquel cas l’équation de la droite sera 

HET ARC 

6 AO RER PE EE 

2 RzI SC 

Cette droite sera donc la tangente au cycle, et l’on aura 

EARES As Lee PAT RAI (À; drrp + À bri9 + À3Cryn) EP +. ., 

Qrtps Vryps Crip étant la première colonne de coefficients telle 

que l’on ait 

Lo dy dr+o 

VAN ETAIENT 

#0 Cr Cr+p 



572 PREMIÈRE PARTIE. — CHAPITRE V. 

Le nombre des intersections de la tangente avec le cycle 

au point (%Zo; Yo; 30) Sera donc 7 + p. 

Les nombres r et p se nomment l’ordre et la classe du 

cycle. 

Un cycle dont les équations ont été mises sous la forme 

canonique (3) a évidemment pour ordre r, pour classe r5—7', 

et pour tangente la droite Y — Y, = a(X — X;). 

972. Soient c et C deux cycles ayant même origine. Pro- 

posons-nous de déterminer le nombre de leurs intersections 

confondues avec l’origine. 

Comme il est évident qu’une transformation homogra- 

phique change un cycle en un autre cycle, 1l est permis d’ad- 

mettre que le triangle de référence ait été choisi de telle 

sorte que l’origine commune des cycles ne soit pas sur la 

droite 3 — o, et que le point + = 3 — 0 ne soit pas sur les 

tangentes aux cycles. La droite X = X, (ou x —=X,2) ne 

sera donc pas tangente aux cycles, et l’on pourra donner aux 

équations de c la forme canonique (3). Ses branches ho EX 

ñr_ seront fournies par les formules (4), et le cycle sera re- 

présenté, après l'élimination du paramètre, par l’équa- 

on (5). Quant au cycle C, on pourra mettre ses équations 

sous une forme analogue 

NES AS HU Y=Y,+ARF+A the... 

et il aura R branches H,, H,,. 

Les valeurs de { correspondantes aux points d'intersection 

des deux cycles seront données par l'équation 

P(Xo+ E, Yo + Alt AP ele 
Se) 

Le nombre des racines nulles [lesquelles se changeraient en. 

racines infiniment petites pour un autre cycle | 

PIX, Y)+ eP,(X,Y)—o 

infiniment voisin de c et ne passant plus par l’origine X,, Yo] 
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sera égal à l’ordre O du premier membre par rapport à l’in- 

finiment petit £. | 

Or, si l’on remplace, dans cette expression, £ par 

2mTi 1 

ep A (X —X,}À, 

auquel cas elle se réduira à 

REX ,Y 

il est clair que son ordre en X — X, sera devenu . Donc O 

est égal à R fois l’ordre par rapport à X — X, de la quantité 

POSE Ro CN) 

ou à l’ordre du produit 

m—=kR—1 

[RDA NE NH KCCENR) 
m —=0 m,n 

Si les cycles c et GC n’ont pas même tangente, & et À seront 

différents, et chacune des différences H,, — n, étant de la 

forme (A—a)(X —X,;)+..., l’ordre O du produit sera 

égal au nombre KR 7: des facteurs qui le composent. 

Mais cet ordre s’élèvera si les cycles ont même tangente, 

car l’ordre de chacun des facteurs sera > 1. Pour l’obtenir, 

dans ce cas, il suffira d'évaluer l’ordre du produit 

(H, — me . .(H, — AE) 

et de le multiplier par R. 

573. Soit, pour fixer les idées, 

Ho EN Ed OX OX One, 

celui des développements n5, n1, ... qui a, au début, le plus 

grand nombre de termes communs avec H;. Supposons que 

la coïncidence se maintienne jusqu’au terme 

Te Ru 

(7) ay(X — Xo)" = Au(X — X,)F, 
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les deux termes suivants différant soit par l’exposant, soit 

au moins par le coefficient. La différence H, — n, sera de 
| . 

l’ordre {, ! désignant le plus petit des deux nombres 

Re 
R 

Ceux des développements n} qui coïncident avec n, jus- 

qu'au terme (7) inclusivement donnent également des diffé- 

rences H;, — nn» d'ordre [. Il est aisé d’en trouver le nombre. 

En effet, » doit être tel que l’on ait 

ÿmr, LI: Omr, ei ER gmr, — “s 

d’où 

IR 0, MIA =) Pr m'y=0 modr 

ou 

md = 0 mod. 

d désignant le plus grand commun diviseur de 75, ..., ru. 

Cette congruence admet Ô,, solutions, à, étant le plus grand 

commun diviseur de r et de d, ou, ce qui revient au même, 

He 70e cue 

Considérons, en second lieu, les développements 1» qui 

Fee 

coïncident avec n, jusqu’au terme a)_ (X — NS) inclusi- 

vement, mais s'en séparent au terme suivant, À étant l’un 

quelconque des nombres 1, 2, ..., 

Il existe, d’après ce qu'on vient de voir, à)_, développe- 

ments fm, Où la coïncidence a lieu Jusqu'à ce terme ; mais 

on doit en exclure à) pour lesquels la coïncidence subsiste- 

rait pour le terme suivant; il en reste donc Ô)_4 — à, pour 

chacun desquels H, — n,, est d’ordre 2. 

Enfin il existera r — à, développements pour lesquels la 

séparation a lieu immédiatement après le premier tèrme 

a(X — X»), et pour chacun d'eux H, — 1» sera d'ordre —: 
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Nous obtenons ainsi la formule suivante : 

u. 

ro LS TR 

OR | (r—d)— +Ÿ (1 — D) + op |. 
1 - 

D74. Les mêmes considérations donnent la solution du 

problème suivant : 

Trouver l’ordre Q par rapport à X — X, du produit 

In, dla }, 

étendu aux diverses branches ‘5, ..., nr_1 d’un même 

cycle c. 

Les deux différences n» — nn et Nm4x — Nn+k, ne différant 

que par le changement de X — X, en W(X — X,), seront du 

même ordre ; Q sera donc égal à r fois l’ordre du produit 

ons) (Mo 3) Mo nr 1) 

Or, parmi les différences ci-dessus, 1l en existe, comme on 

l’a vu, 7 — à, qui sont d'ordre 2, et généralement à)_, — à 

r 
À, On aura donc : qui sont d’ordre 

QT Er do)ro+ D Cr — d)r). 

Cette suite s'arrêtera d’ailleurs d’elle-même au bout d’un 

certain nombre de termes, car, les entiers 7, ro, l'y, Fa, 

ayant pour plus grand commun diviseur l'unité, les entiers à 

finiront par devenir tous égaux à l’unité. 

On peut d’ailleurs remarquer que les seuls parmi les expo- 

sants lo, 1, ... Qui figurent effectivement dans cette somme 

sont ceux qui ne sont pas divisibles par le plus grand com- 

mun diviseur des précédents et de 7 (car, pour les autres, 

Ô1-1 —= 01). On leur donne le nom d’exposants caracté- 

ristiq ues, de 
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919. Soit encore C un cycle ayant pour équations 

RS Ed et LEP PNR Le 

et pour origine le point (x5, Jo, 30). Soit, d’autre part, 

f(x, y, z) = 0 une courbe algébrique. Les intersections de 
la courbe et du cycle seront données par l'équation 

TEE TL, T3) — O, 

etle nombre de celles qui sont concentrées au point (x,, Yo, 30) 

sera égal au nombre des racines nulles de cette équation, 

c’est-à-dire à l’ordre de f(T;,, T:, T;) par rapport à l'infini- 

ment petit £. Ce nombre N se nomme l’ordre de f(x, y, z) 
par rapport à CO; il sera nul, si la courbe ne passe pas par le 

point (To; Vos 30). Dans le cas contraire, cherchons à le dé- 

terminer. 

Soient ci, +, ... ceux des cycles de f qui ont leur origine 

en (To: Jo; 0). Nous pouvons évidemment admettre que ce 

point n’est pas sur la droite 3 — 0, et que le pointz=2—o 

n’est pas sur les tangentes aux cycles c,, ©», ... et C. Les 

cycles C1, C», ... pourront être représentés par des équations 

de la forme 

P,(X, Y)=0; P,(X, Y} =, es 

et l’on aura 

FRE AT 3) = 27 F(X; Y, 1) Su a MP4(X, X5) P,(X, Mie ; 

M étant une série de puissances de X et de Ÿ qui ne s’an- 

nule plus à l’origine du cycle. | 

L'ordre de 3 et celui de M par rapport à C étant évidem- 

ment nuls, l’ordre de f sera égal à la somme Q des ordres O,, 

O3, ... des cycles c,, C2, ... par rapport à C. Nous avons 

indiqué le moyen de les calculer (572-573). En particulier, 

si aucun de ces cycles n’a même tangente que C, ces nombres 

seront égaux à Rr,, RrSESER! ri, l'a, .… étant les ordres 

respectifs des cycles C; ci, Cr, .... Leur somme sera 

R(ri rs +.) = Rm, m étant l’ordre de multipheité du 

point (%o, Yo: Z0) Sur la courbe f. 
eo 
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576. Soient enfin deux courbes algébriques f(x, y,z)—0 

et F(x,y,3)—o se coupant en un point (5; Yo, Zo)- 

Doient ci; Ce, .- ceux des.-cycles de f, et G,:C3, 2%. ceux 

des cycles de F qui ont ce point pour origine. Le nombre 

des intersections de f avec F en ce point est évidemment la 

somme des nombres Q,, Q,, ... de ses intersections avec les 

cycles Ci, C2, ..., c’est-à-dire la somme des ordres de f par 
rapport à ces cycles. Celle-ci, décomposée en éléments plus 

simples, sera égale à Z,,8O48, Oug désignant le nombre des 

intersections du cycle Cy avec le cycle cg. S1 ces cycles n’ont 

pas de tangente commune, O,g sera égal au produit de 

leurs ordres R,, r8. Le nombre total des intersections sera 

donc, dans ce cas, 

ZRarg= 2R,2re— M, 

M et m étant les ordres de multiplicité respectifs du point 

(To: Yo; Z0) sur les deux courbes. 

577. Appliquons les principes qui précèdent à la recherche 

de l’abaissement produit dans la classe d’une courbe f par 

la présence d’un point multiple À. Nous aurons à évaluer 

l'ordre de multiplicité de À comme intersection de f et de la 

_polaire | 

ES LE MAPS 2 HER ET 

où &, B, y sont des arbitraires. 

Supposons éncore : 1° que À ne soit pas sur la droite 

3 — 0; ‘2° que les tangentes à f en À ne passent pas par le 

— 0. Les coordonnées (X,, Yo) du point À sommet æ 

auront des valeurs finies, et, les cycles c,, €», ... de f qui 

ont leur origine en ce point, n'ayant pas X — X, pour tan- 

gente, leurs diverses branches auront des développements de 

la forme 

(8) Pan Ye (XX) FAUX NX) 

J, — I, 
l'ae 
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Posons/maintenant 

ee Xi ET PO EE ECC 

On aura 
TC ae at RENE 

et, en dérivant, 

of — m—1 OF of — 1-1 OF 

D ARE CR FACE UE 

of — en—1 KE = ln --2 0F 0F 

Da LÉ (2 OX 9%) 

Substituant dans © et mettant 37! en facteur commun, il 

viendra 
(x, y, 2) ste DO), | 

où 

Ar 0F OF 
D(X,Y)=(a—yX)5x +(B—yY + + ynE. 

Il faut trouver la somme des ordres de par rapport aux 

cycles c,, C2, .... Or ces ordres sont nuls pour le facteur 327!, 

la droite 3 — 0 ne passant pas par l’origine du cycle. Quant 

au second facteur, cette somme sera égale, ainsi que nous 

l’avons vu, à l’ordre en X — X, du produit 

D(X, no) D(X,n1)..., 

Où fo, 1, ... sont les diverses branches des cycles c;, 

DT 

On a d’ailleurs 

FR EUM CT On 

M étant un facteur qui ne s’annule plus pour X-—X,, 

Y — ŸY,. On en déduit, pour Ÿ — #5, par exemple, 

dF ds 
F0, Sy = Mono mi) (no —m).. 2 

FÉES M5 (M0 — 11) (No — N23)...; 

à 
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M, ne s’annulant pas pour X — X,. En substituant ces va- 
leurs dans l'expression de ®, il viendra 

7. 

D(X,1n0) — | (7x — 2) +8—yn | Mo (no — 11) (no — M2)... 

Or le facteur entre parenthèses est de degré zéro, car, d’a- 

près la forme (8) du développement de n,, ni cette expres- 

sion, ni sa dérivée ne contiennent de puissances négatives de 

X — X,, et le coefficient du terme de degré zéro, contenant 

l'arbitraire $, ne s’annule pas en général; M, est aussi de 

degré zéro. L'ordre de P(X,n,) est donc celui du produit 
(0 — 11) (no — n2).... Raisonnant de même sur chacun des 

autres facteurs P(X,n,), ..., on trouve que l’ordre de 

multiplicité cherché est celui du produit des différences 

Ni x. 

Considérons celles de ces différences où #; appartient 4 

un cycle ©, et nx à un autre cycle cg. L'ordre O,8 de leur 

produit a été déterminé plus haut. Celles où ; appartient à 

cg et 14 à ©, donneront encore un produit d'ordre O8. Enfin 

celles de ces différences où n; et nx appartiennent à un même 

cycle c, ont un produit dont l’ordre Q, a été également dé- 

terminé. 

Le degré de multiplicité cherché sera donc 

2 La,6 Oùg Le D Où. 

Dans le cas particulier où tous les cycles sont d'ordre 1, 

et où leurs tangentes sont distinctes, les Q, seront nuls et 

les O,g égaux à l'unité. L'expression ci-dessus deviendra 

donc m(m—1), m désignant le nombre des cycles ou le 

degré de multiplicité du point considéré. 

518. La somme des ordres d’un polynome homogène 
, 3 = \ ul o(æ,y,z) de degré m par rapport à tous les cycles d’une 

courbe de degré n est évidemment égale à mn, nombre total 

des intersections des courbes f et ©. 

L'ordre du quotient de deux polynômes étant la différence 
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de leurs ordres, le théorème s'étend immédiatement au cas 

où © est une fraction rationnelle homogène. 

En particulier, une fonction + rationnelle en X, Y étant 

rationnelle et homogène de degré zéro en x, 17 g, la somme 

de ses ordres sera nulle, 

Enfin ce résultat s’étend encore au cas où + contiendrait, 

ALAIN 

aX° dX?° 
: dY 

quation f(X, Ÿ,1)—0o,on obtient pour TX? 

outre X, Ÿ, les dérivées — -; car, en dérivant l’é- 

. des expres- 

sions rationnelles en X, YŸ. 

dè 

dx? 

duire à la détermination précise du nombre des inflexions 

Ce résultat, appliqué à la dérivée ——; va nous con- 

d’une courbe donnée f. 

Les coordonnées x, y, 5, dans les équations d’un cycle, 

étant exprimées au moyen d’une variable auxiliaire £, nous 
) : d : Pass 

devons tout d’abord exprimer TNE en fonction des dérivées X= 

cha Ve SRE NV 2 ! prises par rapport à £. 

On à tout d’abord 

RSS PNS 
AXE NS 

puis 

= al 4 2 [14 = ! 
s. Kb #4 AA TARE E PT HE NO Er 

NUE D NE ; tete — 93 m2 
4 S? 5? g3 

. LE us 7 " ! ' 
= V © —— 14 3 V + : je æ 3." ne 

à Ct ee L ; Ve = Tr —_ 93 9 Je 
3 Pc ee 35 

et, en substituant, 

MED 4 SL) 
RE RE RIRE PTE ME) 
dX2 (sx — 2x3!) 

D désignant le déterminant 

X 

54 
n 
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Calculons la somme des ordres de cette expression. 

Pour le facteur 3%, cette somme est 3n, n désignant le 

degré de f. 
Soit, d'autre part, c un cycle de f d'ordre r et de classe 2. 

On pourra, à cause de la symétrie de D par rapport aux coor- 

données, admettre que ses équations sont réductibles à la 

forme canonique | 

(9) LR ES SRI, ES CPE ONE DE À PT NUM QE RARE 

Les seconds membres, substitués dans D, donneront un ré- 

sultat de la forme 

DHROURERRON CTTPSECESSES 

l’orare de D par rapport à c sera donc 2r + 5 — 3. 

980. Cherchons enfin l’ordre de (zx/— x3!)#. On a, pour 
le cycle c, 

mt L. 4 — , — 1 DS nn CEE CID EEE ENS 

PAR ES Da ER 

Ty yLe = (aXo— Yo)rE +. 

La plus haute puissance de £ qui entre en facteur commun 

dans ces trois quantités sera 4”7!. La symétrie du système de 

ces expressions par rapport aux coordonnées montre que ce 

résultat subsiste pour tout cycle de f. Car ceux qui ne sont 

pas réductibles à la forme canonique (9) le seraient à une 

forme analogue où les variables seraient seulement permu- 

tées, On a donc, quel que soit le cycle considéré, 

yz' RC 44 = Fra O,, GT LA 2e, 751 0, æY' 41 14 =— LE O,, 

O,, @2:, O3 étant des séries de puissances de {, dont l’une au 

moins n’est pas privée de terme constant; et l’ordre de 

zx! — xz! sera égal à r — 1 + w2, w2 désignant l’ordre de 6;. 

D 
L'ordre de ——— par rapport à c sera donc 

(3x — xz') . 

DPI (ro) por 02. 
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o 2 

La somme des ordres de TRE par rapport à tous les cycles 

de f étant nulle, on aura 

(10) on +2È(o—7r)— 32, 

les sommations étant étendues à tous ces cycles. 

581. Il reste à déterminer la somme Xw:. Pour cela, con- 

sidérons la courbe ©, polaire réciproque de f, dont chaque 

point (u,e,#)est lié au point (x, y, 3) par les relations 

ne MU .df 

OL 00e 
LE OC 

Sur chaque cycle c de la courbe Je QE = SL 2 seront propor- 

uonnels à yz'— 37’, 2x'— xz!, xy'—- yx' et, par suite, à 6,, 

62, 9,. Au cycle c correspondra donc sur # le cycle y défini 

par les équations ' 

u:v:#:!: 0,:0, :0, 

et w, représente le nombre des intersections de ce cycle avec 

la droite 6 — 0. La somme Zw, est donc égale au nombre total 

des intersections de s et de +, soit au degré de cette dernière 

courbe ou enfin à la classe y de f. 

s aurons donc, en remplaçant Zw, par sa valeur dans Nous a do npl two» p leur d 

l'équation (10), 

0o—3n+2(p—r)—3% 

ou, en décomposant la somme X(o — 7) en deux autres, 

l’une Ÿ’ relative aux cycles des points multiples, l’autre 2. 

relative à ceux des points simples, et remarquant que pour 

ces derniers 7 —1, 

(11) Z'(p-1i)—=3(v—n)—ZE(p —r). 

Or, pour un point simple, p représente évidemment l’ordre 

de contact de la courbe avec sa tangente ; les points d'inflexion 

sont ceux où cet ordre est => 1. Si donc nous convenons de 

considérer ceux où ce contact est d’ordre u + 1 comme re- 
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présentant « inflexions confondues, la somme X”(o — 1) ne 
sera autre chose que le nombre des inflexions, et ce nombre 

sera donné par la formule (11). 

III. - Transformations birationnelles du plan. 

582. Les transformations homographiques sont un cas 
particulier de transformations plus générales, étudiées par 

M. Cremona, et dont nous allons dire quelques mots. 

Considérons les courbes d’ordre n assujetties à avoir «, 

points simples, & points doubles, ..., enfin «» points mul- 

uples d'ordre m, donnés de position, et dits points fonda- 

mentaux, les entiers &,, ..., 4 satisfaisant aux deux équa- 

ions de condition 

Dee (n+i)(n +2) 

M etre 

nm 

> Rats TT. 

1 

La sujétion d’avoir un point donné de multiplicité k 

, , Æ( k RE 1) , : = ee > 
S exprimant par nee équations linéaires et homogènes 

2) 

par rapport aux coefficients, les courbes cherchées contien- 
Re NP à 

PREND) coeffi- 
2 2 

cients arbitraires, dont elles dépendent linéairement. Leur 

équation sera donc de la forme 

dront encore 

Cfa + Co fa + Caf3— 0, 

frs Je, Ja étant trois courbes particulières du réseau. Nous 

admettrons que les polynomes f;, f2, fa n'aient pas de facteur 

commun. 
Posons 

z', Y', 3! désignant des indéterminées. 
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Les polynomes f, fo, f; étant d'ordre n, les deux courbes 

| RS ET _h 7 
y x" 3 

Ca 

1 

æ' 

se couperont en A? points; mais un seul de ces points variera 

avec z', y’, z’. En effet, soit p l’un des 4; points fondamen- 

taux d'ordre #. Etant multiple d’ordre Æ sur chacune des 

deux courbes, il représente £? intersecuons. Le nombre des 
‘ . se “| 

intersections fixes de position sera donc D Ur OÙ Ve 1. 

Soit (+, y, z) le dernier point d’intersection, variable avec 

! / ! EL ES UE . ; 
x', y', z/; ses coordonnées US exprimeront rationnelle- 

! rl T . RSR : 
ment en —; par des fractions qu’on peut réduire au même 

dénominateur; on aura, par suite, 

Tes SN PL EP Pat 

, Fe ! ! Ai &i, So, a étant des polynomes homogènes en x’, y’, s! et de 

même degré. 

Nous obtenons ainsi une liaison birationnelle 

20/1 Sites 

se Dre Dao Pas 

LA] ARE 

RE, ti 

qui, à chaque point (z,7,2), fait correspondre un autre 

point (2’, y',z'), et réciproquement. 

583. Il y a une exception pour les points fondamentaux; 

car, f1,./2, fa S Y annulant, les rapports de x’, y', z! ne sont 

pas déterminés. À l’un de ces points correspond une courbe, 

dite fondamentale, de la manière suivante : 

Considérons un point 

æx=a+h, Y=b+K, ts 

infiniment voisin du point fondamental (a, b, c). Soit z l’ordre 

de multiplicité de celui-ci : fi, f, fs et leurs dérivées par- 
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uielles, jusqu’à l'ordre & — 1 inclusivement, s’y annuleront; 

on aura donc 

I Ô Jt\i 

AT os |. a) 

et de même pour f», f:. Si donc h, k tendent vers zéro, de 

telle sorte que leur rapport tende vers un nombre fixe mn 

les quantités x’, y', 3, proportionnelles dis as face de 

viendront à la limite à 

0 GFrAS 0 Fra 0 Rae: 

Gg+ez) Rte) Ont): 

Le point (x!',y', z') ainsi obtenu dépendra du AB DUT 

En faisant varier celui-ci, il décrira la courbe fondamen- 

tale. Cette courbe est d'ordre #, car elle coupe une droite 
ru À 

ax'+ By'+yz — 0o en & points, dont les paramètres F 

sont définis par l'équation de degré £ 

(+ US S) A+ Jante 

Chaque point de la courbe fondamentale correspond, 

comme on le voit, au point (a, b,c) et à une direction par- 

ticulière issue de ce point. 

Aux points (x, y", 3!), communs aux trois courbes, — 0, 

Y>—0, ©;—0, Correspondront de même une infinité de 

points (+, y,z) formant une courbe. 

984. Un cycle CO, défini par les équations 

TiVYIS I Lot Ul+...!Yo+bit+...!: 2 +ûlt+..., 

aura pour transformé un cycle C de la forme 

RL RES ATEN ERA 

Di fi (ro+ mé+..., Yo+ bit +..., 30 + Citer à] 

a lus V0: Z0) + Ait+... 

Up ont. male Mis 60,600 « 1 ere end +2" © le je 
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Le cycle C aura pour origine le point transformé de 

(Æo, Yo: 30), à moins que ce dernier point ne soit fonda- 

mental. | 

Dans ce cas, fi, fr, fa S'annulant en ce point, les fonc- : 

uons T,, T:, T; contiendront, en facteur commun, une 

puissance de {, qu’on devra supprimer pour avoir les véri- 

tables équations du cyele C. 

989. Nous allons faire quelques applications de cette 

théorie. 

Supposons d’abord que f,, fr, fa soient des fonctions du 

premier degré : il n° y aura pas de point fondamental, et la 

transformation | 

g'iy'iz at +fy+ysia x +6yEy'ssax FPS 

sera homographique. 

Un cycle CG, ayant pour équations 

TiVYIs3I Xi Y +al"+ alt... 11, 

aura pour transformé le cycle C/, défini par les équations 

BE AR oo VAL LR ER 

où 

Ta Xo+8 Y+y +(a +6 a) +6 aoto+..., 

Ta Xo+B'Y,+y + (x +B'a)t"+G'ant+..., 

Tia X SE BV Po ESA a) RES TORRES 

Ce cycle sera d'ordre 7, comme C, et sa tangente 

a a Xo+B Y+y a +Ba 
14 y cXo + BY + y œ'+B'a A pa 

5! a Xo, + BY; jé y" 2 B'a 

sera la transformée de la tangente à C. 

Substituons, en effet, à x’, y!, s! les quantités proportion- 

nelles ax + by + V3, dax + J'y +Ys, 2x + P'y + ÿres 
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Le déterminant ainsi obtenu sera le produit du déterminant 

CRE EE) 
a! G' A : 

x" ie muy 

qui n’est pas nul, par le déterminant 

DANSE A 

HA Is 

5 I 

qui n’est autre que le premier membre de l’équation de la. 

tangente à C. 

Il résulte de 1à qu’à tout point p d’une courbe d’où par- 

tent un certain nombre de cycles C, C,,... d'ordres r, r,,.. 

correspond, dans la transformée, un point p’ d’où partent 

autant de cycles, également d'ordres r, r,, .... De plus, si 

les tangentes à quelques-uns des premiers cycles coïncident, 

il en sera de même pour les cycles transformés. 

La classe de C’est aussi égale à 75 — 7, comme celle de C; 
car le déterminant 

a Xo+B.Y+y à Ba Ba æ ff  } 
aXS+ B'Y,+y- x +B'a. Bla, |—=al x  B' y! 
x'X, + BY, + A xt G'a B'&, a" GB" " 

n’est pas nul. 

986. Nous allons enfin établir que C/ a les mêmes expo- 

sants caractéristiques que C. 

Soient, en effet, s — 7, l’un de ces derniers; à le plus 

grand commun diviseur de 7, r6, ..., ly_1. Si nous met- 

tons à part dans la suite at” açt"o+... les termes dont 

l’exposant est divisible par à, on pourra la mettre sous la 

forme 

OURS GG UE Fay lache" 

OS ST Es LE PE ARE 9 TES SES 
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À, L étant égaux à a, &,, et les autres coefficients A;, A, .... 

pouvant être nuls, en tout ou en partie.” 

Le cycle C/, transformé de C, a pour équations 

Loi Va Bien AAC, 
où 

TGS B DUR ET TS 
Te = y CHACÈE  RR CERN, 

Ti SD PDP AS ND PERS En 

en posant, pour abréger, 

a = X,+6 Y,+7y, 

A CP Ce vs 
3, ——— a"X, a B'Y, + 1 

B — «+ GA, C — a+ B'A, D = &”+ B’A, 

BRAS Ci pe D, = px 
LATE SR RS 
Vo — BL, Di 6 OA PA D, == BTE 
HITS NET: MR tv 

Le déterminant 

B | laxX,+86 Y,+y a +BA BX CANNES 
C; (ee) _— PA X,+B'Y+ 7 œ' + B'A BA — a G' y! A 

DrTO DER E GAY Ka y’ œ! + B'A B'A ll B” 7" 

sera d’ailleurs Zo, car & — ay, n’est pas nul. 

_ En outre, l’un au moins des nombres 2°, y, 3, n’est 

pas nul. Soit, par exemple, z,Z0. Posons 

x! à à à x! à - CALE A M ee LU à à. 

et cherchons à développer les expressions X!— X,, Y'— Y, 

suivant les puissances croissantes de é. 

Posons, pour abréger, 
. $ 

HE BT+EB PES EM, 
dés+,..—M}, 

2h + DE BD TES = N, 
Dis + NN" 
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On aura 

De M M ts M ire MEN MS 
: PEN EAN DES ANT ES IP SN EN ENS 

Le développement de . — Ai = Eee est de: la 
| Æ9 & 

0 

forme 

EttE et. 

où le premier coefficient E est égal à 

/ ! 

Bz, — Dx, 
ET: 
LS 0 

M'N — MN 
Celui de NN N) est de la forme 

CE +..., 

où 

On a donc 

XI XI = EURE, 0 En Cisco 

On trouvera de même 

n 

ÉD CRE ETATS DE RC CRE ES D EE 
où 

4 oi “er RESTES DES c ES Cz,—Dy, 22% —®Y, 
DU Pet 5) T3 « 

0 30 

Le déterminant 

| TL Bus 

D x Ï ! ” 

AÛ 
2 A DE ND 

est d’ailleurs 2 0. 

Ainsi, dans les développements de X’— X° et de Y'— Y?, 
s est le plus petit exposant non divisible par à, et le déter- 

minant ES — €F n’est pas nul. 

Nous allons voir que ces conditions sont suffisantes pour 

que $ soit un exposant caraëtéristque pour lé cycle C. 
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En effet, l’un au moins.des coefficients E, F, par exemple 

E, n’est pas nul. Posons, pour ramener les équations du 

cycle à la forme canonique, 

BERCY, 

t’ étant un nouveau paramètre; et faisons 

1 

t= ET 

L’équation précédente deviendra après division par €” 

\ - O7 

CES De DRE ALT) a ee a 
1 

T 

+ GERS AUTERE 

Dans le développement de Ü tiré de cette équation, mettons 

en évidence les termes dont l’exposant est divisible par à; 

on pourra écrire 

OR RGP CETTE ( To 

et, m étant un enlier quelconque, on en déduira un dévelop- 

pement de la forme 

pire + H 6 © H, 420 RES . + mGUT+. SELS 

Subsutuons ces valeurs de 0 et de ses puissances dans l’équa- 

tion précédente; nous en déduirons les valeurs de ç et de G. 

En effet, le premier terme du développement de 

GR, Foro DS 2 

dont l’exposant ne soit pas divisible par à sera rGes. Dans 

celui de 
S 

HO RAT ER TRENRR 

ai 

le premier terme de ce genre sera CE ” ARÈRE) Ces deux termes 

devant se détruire, on aura 

SI T—=S—7, rG=—-éE 7. 
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On aura donc, pour t{, une expression de la forme 

: 

DR EE [DER (RC COUT TERRE 

où G est défini comme ci-dessus. 
Substituons cette valeur dans l'expression de Y'— Y’. Le 

premier terme d’exposant non divisible par à dans le déve- 

loppement de 
RAS ER HERO UN 

sera 

DRSPPAC USE ARO PORTE. 

S 

Dans celui de $4+..., ce sera $E "4. 

Ces deux termes réunis donneront un terme en 4“, dont 

le coefficient 

CAT RC) 0 

sera différent de zéro. 

On aura donc avec le paramètre t, pour X/— X, et 

Y'— Y,,, des expressions de la forme 

NE X, ee Lure 

RENE En RAT A CR Re Pari PERS Es 

Donc s sera un exposant caractéristique pour le cycle C7. 

Comme on peut d’ailleurs revenir de C à C par une sub- 

stitution homographique, on voit que, réciproquement, tout 

exposant caractéristique de C le sera aussi pour C. 

587. Passons à l’examen des transformations dites qua- 

dratiques, où fi, f», fa sont des courbes du second degré. 

On aura trois points fondamentaux. Soient À = 0, B—o, 

C = o les équations des droites qui les joignent deux à deux ; 

is fa fs seront des fonctions linéaires des produits AB, 

BC, CA. 
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Soit | 
Tr a BG ue B: CA ie 71 AB, 

fa= dt BC + Ba CA + y, AB, 

fa= 3 BC + BG, CA + y, AB. 

La transformation considérée 

DENT ET Ua ee 

résulte évidemment de la composition des trois transforma- 

tions suivantes : 

ÉNniicreTae ba Ce 

CNRS M ITR ET 

æ'iy'ialiioul +Bin + yet + Bin + yat + Bsn'+ysl, 

dont la première et la dernière sont homographiques; quant 

à la seconde, c’est une transformation quadratique particu- 

lière, que nous allons étudier. 

588. Remplaçons, pour revenir aux notations habituelles, 
* CIE TE PRET 

# "; £: SA; 4 par æ, Y, 3, 4,Y 3; nous aurons 

LPIGPE 8 LS Ve 2 PT 

On en déduit sans peine 

DEVANT REVIENS MONT RL EE 

La relation entre les deux séries de variables est donc réci- 

proque. 

Les points fondamentaux sont les sommets du triangle de 

référence. À chacun d’eux correspond, comme ligne fonda- 

mentale, le côté opposé du triangle. Supposons, en effet, que 
, $ x! 

y et z tendent vers zéro, leur rapport tendant vers —; —;; 

Bi 
! 

L tendront respectivement vers o et T Le lieu des points 

cd À , 
limites pour les diverses valeurs de — sera donc la droite 

x'= 0. 
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Un cycle C ayant pour équations 

æiyiz3! Xo+E: Yo+at"+ato+...ii 

aura pour transformé le cycle C’ défini par les équations 

NE SURESNES NOR EE LA 

T,=Y,+at"+ a lo+..., 

TZ X0 +6", 

T;={X, +4) (Yo +al" +...) 

=X,Y+(Y+axX,)t+ alt +... + aXolto+.... 

Réciproquement C sera le transformé de C/. 

989. Pour la discussion que nous allons faire, nous distin- 

guerons cinq sortes de cycles : 

1° Cycles C dont l’origine n’est pas sur le triangle de 

référence. — On a, dans ce cas, X920, Y,Zo. Le cycle 

transformé C/, ayant son origine au point (Y5, Xo, Xo Yo); 

qui n'est pas sur le triangle, sera de la même sorte. Il est 

aussi d'ordre 7, et a pour tangente la droite 

tete a 

Les PS IX I = aX ir —Y?7 + (Y — aX,):. 

SAXIVS EYE LC aX, 

ACCES C dont l’origine est sur un côté du triangle 

(x —o par exemple), mais n'ont pas ce côté pour tan- 

gente. — On a dans ce cas 

A0, Le 0, 

: et le transformé C/ aura pour équations canoniques 

.. ‘3p 4 à! 

pe Has L' 
; x! qe pl 

\ : ‘L 2 
$ PR Yale" 
L sf 64 1 ; ; 

Û Das Ie | LEE & L?! Pere 
ras T2 T2 DE Y> 



094 PREMIÈRE PARTIE. — CHAPITRE V. 

Il a pour origine le point y/— 3 — 0, et pour tangente la 

droite z'= Y,y/, qui n’est pas un côté du triangle. Son ordre 

est r; sa classe est également r, si aZ0, r5, Si 4 — 0; mais, 

en aucun cas, elle ne sera moindre que 7. 

Enfin, si 7, est un exposant caractéristique de C, c’est-à- 

dire tel qu'il ne soit pas divisible par le plus grand commun 

diviseur Ô de 7°, ro,r1,..., lu_1,le premier terme du dévelop- 
! 

pement de | dont l’exposant n’est pas divisible par à sera 

a : PAS Re 
_ Ÿ: r'utr; a fortiori, ry+/r ne sera pas divisible par le 

0 

lus grand commun diviseur des exposants précédents: ce 
P O , 

sera donc un exposant caractéristique pour Cr 

59 Cycles C dont l’origine est sur un côté du triangle 

(y = 0 par exemple) gui leur est tangent. — On a, dans 

ce Cas, 
NÉ 0: X,20, 

Péri, 
Ta No rpe 

= (X,+ 8) (alto +...) 

L'origine de C! est au sommet x'— 3 —0. Une droite 

g'— x '—0 passant par ce sommet coupera le cycle aux 

points définis par l'équation 

(Xo+t"— À) (alto+...) —o, 

laquelle a 7, racines nulles et en acquiert 7'o + 7 Si À = Xo. 

L'ordre du cycle est donc r,, sa classe 7° est moindre que son 

ordre, et 1l a pour tangente la droite 3 — X,%'=— 0, qui n’est 

pas un côté du triangle. 

4 Cycles C dont l’origine est à un sommet(x = y = 0) 

du triangle, les côtés n'étant pas tangents. — Cest le 

cas Où X5— Y,—0, aZo. Les polynomes T,,T,, T; devien- 

nent, après suppression du. facteur commun 4, 

T,= a- + lo +... 

TE 
al Glen 
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L'origine du cycle C sera au point (a, 1, o) sur le côté 
z'— 0 du triangle, et deux cas seront à distinguer suivant que 

la classe 7, — 7 du cycle C sera au moins égale à son ordre, 

ou moindre que r. 

Dans le premier cas, C’ sera d’ordre r et aura pour tangente 

la droite 

MAL 

Do desmar dy az, si Dm) à 

2110 

ou la droite 

"7 PRE 

VIN OUR Oo ETATS a V, si Lo LE: 

ee 02 

Ces droites ne sont pas des côtés du triangle : C sera donc 

de l'espèce 2. 

Remarquons encore que, si 7, est un exposant caractéris- 

tique de C, r, — 7 sera un exposant caractéristique de C. 

Car, 7, ro, ..., ru ayant un plus grand commun diviseur à 

qui ne divise pas 7, le premier exposant non divisible par à, 

dans les développements de T, — a et T;, sera r, — r. 

En outre, les coefficients de {x dans ces développements 

seront respectivement &,, © et ne sont pas proportionnels à 

ceux des termes de moindre degré en {, qui sont 

RE AT ES si J'TE, 

Nr si lo—r>T. 

Donc l'y — J' sera un exposant caractéristique. 

Passons au second cas, où 7, —r < r. L'ordre de C sera 

ro— 7, moindre que l’ordre de C, et la tangente sera le côté 

3! = o du triangle : C’ sera donc de l’espèce 3. 

> Cycles C dont l’origine est en un sommet (x = y = 0) 
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et ayant un côté (y — 0) pour tangente. — C'est le cas où 

X,—= Y,— a—o. Le cycle C’ aura son origine au sommet 

g'— 3! — 0 ; son ordre! sera 75-17. 63 0)5a tangente. Il 

sera donc, lui aussi, de l’espèce 5. 

590. De ce qui précède résulte la possibilité de changer 

une courbe quelconque #, par une suite de transformations 

quadratiques, en une autre courbe n'ayant que des cycles 

du premier ordre, et dont les tangentes aux points mul- 

uples soient toutes distinctes. 

Soit, en effet, p un point de la courbe, qui soit l’origine 

de cycles d’ordre supérieur à 1. Considérons un triangle 

E—0,;:n —0 (= 0o!-dont de Sommet (#0 A 0 EUR 

en p, les autres sommets n'étant pas sur #, et dont les côtés 

ne passent par aucun autre point multiple de Æ et ne soient 

pas tangents à cette courbe. On peut, par une substitution 

homographique, transformer respectivement les droites 

ES ON en ONCE LOL ON RASE 

Les cycles de la courbe Æ,, transformée de k, auront res- 

pectivement les mêmes ordres et les mêmes coïncidences 

d’origine et de tangente que ceux dont ils sont transformés, 

et #, aura avec les côtés x — 0, y — 0, 3 — 0 les mêmes re- 

lations que k avec ë=o,n—0, € —0o. 

Effectuons maintenant sur #, la transformation quadra- 

tique particulière que nous venons d'étudier. Un point g 

de Æ, non situé sur les côtés du triangle sera transformé en 

un autre point où passent le même nombre de cycles, du 

même ordre, et avec les mêmes coïncidences entre leurs tan- 

gentes. Îl n’y a donc rien de changé de ce côté. 

Considérons en second lieu les cycles dont l’origine est 

sur un des côtés du triangle, sur += 0 par exemple. Ils sont 

par hypothèse du premier ordre et, leurs origines étant diffé- 

rentes, les quantités Ÿ,, ... correspondant à ces divers cycles 

sont distinctes. Enfin, 1ls ne sont pas tangents à x — 0; leur 

ordre ne sera donc pas altéré par la transformation; leurs 

transformés seront du premier ordre ; ils ont tous leur origine 
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en Y — 0, 3 — 0, mais leurs tangentes 

y el 0, 
sont distinctes. 

On introduit ainsi un nouveau point multiple, mais à 

cycles d'ordre 1 et à tangentes séparées. 

Passons enfin aux cyeles C dont l’origine est au sommet 

æ = y —0; chacun d’eux est transformé en un cycle ayant 

son origine sur 3 = 0; ceux dont les tangentes sont distinctes 

auront d’ailleurs des transformés d'origines distinctes. Si la 

classe r,—7r du cycle GC est moindre que son ordre 7, 

celui-ci sera abaissé par la transformation. Dans le cas con- 

traire, l’ordre se maintiendra ; mais une autre simplification 

se produit : les exposants caractéristiques du cycle sont tous 

diminués de 7 par la transformation, ainsi que nous l'avons vu. 

591. En soumettant la courbe Æ/, transformée de k,, à des 

opérations analogues, on pourra donc, sans accroitre l’ordre 

d'aucun des cycles, ni introduire aucune nouvelle coïncidence 

simultanée d’origine et de tangente, abaisser progressivement 

les exposants caractéristiques du cycle choisi, jusqu'au 

moment où, ceux-ci ne pouvant décroître indéfiniment, 

l’abaissement portera sur l’ordre du cycle. Poursuivant 

encore, on finira par rendre celui-ci égal à l’unité. 

On choisira ensuite un des cycles restants, pour le réduire 

de même, et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on n'ait plus que 

des cycles d’ordre r. 

592. À ce moment, on pourra encore avoir des cycles 

ayant à la fois même origine et même tangente ; mais la conti- 

nuation des opérations fera disparaître ces coïncidences. 

Soit, en effet, C un cycle d’ordre 1, dont l’origine soit en 

ZT —=y = 0 et qui ne soit pas tangent à & — 0 ni à Y — 0. 

Ses équations seront 

Nil Y=ct+al+ ct +... 

ou 

DRE CR NS QE EE 
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Un autre cycle D d'ordre 1 et de même origine aura pour 

équation 
Y=dX+d.X?+.... 

Ils auront même tangente si d, = c;,, et, en général, un 

contact d'ordre m, si 
ne 

( 1) d — Ci, ss du — Cyr CLÉ £ Cyn+1- 

Si GC et D ont un contact d'ordre m, les transformés par 

la substitution quadratique que nous considérons auront 

encore même origine, mais un contact d'ordre m — 1 seule- 

ment. 

On a, en effet, pour le transformé de C, 

SA RS CAUSE PA PEAR 

T=c+cet+..., JP à T=ct+ ct +..., 

x! g! 

d’où, en posant —; — X’, — — 7, 
4 

XE= CICR EN L'= cit CUTEEL. 

Résolvons la dernière équation par rapport à 4; 1l viendra 

HZ ARR" CL 

et l’on déterminera les coefficients À en substituant cette 

valeur dans l'équation 

LEE LR CURE 

et identifiant les deux membres. Les 1 premières équations, 

qui déterminent À, ..., 4, ne contiennent que les & coeffi- 

clients C1, ..., Cu3 A1, +, À en dépendront donc exclusive- 

ment. 

Substituant la valeur de € dans l’expression de X/, il 

viendra 

X'—=c;+AZL'+...+A,_ ZM IL (A, + ct) ZE. 

les coefficients À,, ..., À, ne dépendant que de c,, ..., Cm. 

S1 l’on opérait de même sur le transformé de D, on obtien- 

drait pour X’ un développement analogue coïncidant avec le 
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précédent en vertu des relations (1) jusqu'aux termes d’ordre 

mM—1, mails différant par le terme d'ordre m. 

On pourra donc abaisser progressivement l’ordre des con- 

tacts entre les cycles jusqu'à les faire disparaître totalement. 

593. Démontrons encore le théorème suivant : 

Toute transformation de Cremona résulte de la com- 

position de transformations quadratiques. 

Soit S une semblable transformation, définie par les rela- 

tions 
Ras US es OI Le Tee 

où f,, f2, [3 sont des fonctions d’ordre ñ en x, y, 3. 

Considérons trois points quelconques p —(a, a!, «), 
D (0698%07),p=\(% y") non en ligne droite; eteom> 

posons la transformation S avec la transformation Robe 

phique 

Cm FE AA n EE ONE EDEN Ye EE pn+y % 

La transformation résultante sera 

4; Fra lee e 0 

ce Di. Do. Ds; 

où pi fi(aë + Pin + VE, ..., ...), ... sont de degré n en 

. ñ; ( 

Composons cette nouvelle transformation avec la suivante : 

CA RS A RU Mr AE 

La résultante S, sera 

y De re di: Vo : UFR 

Den AC th En) Piirétant de desré 27: en Etant 

Le degré de cette transformation s’abaissera toutefois si 

l'un des points p, p', p” est un point fondamental de la 
transformation S. | | 

Supposons, par exemple, que p soit un point de mulu- 

plicité £, commun aux courbes fi, f:, f3; son correspondant 

n == 0 sera multiple d'ordre t sur les courbes w,, #2, 03. 
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Donc tous les termes de #,, ©, ©, seront de degré au moins 

ee à & par rapport à n, €. Donc tous les termes de 4,, d., 

Ÿ; seront divisibles par £?. Ils seront de même dimitie 

par n°, CP si p', p' sont fondamentaux et de multiplicité 

r', d’. Après suppression de ces facteurs communs, le degré 

de ces fonctions ne sera plus que 2 n — rt —# — 1". 

On déduit de la relation (2) 

Ein: 0 A BAG: 

À, B, C étant linéaires én x, y, z, puis de la relation (3) 

(4) NE ANT RCE DEN DCR GA EME 

La transformation S résulte donc de la composition de S, 

avec la transformation quadratique (4). 

Le théorème sera donc établi si nous montrons qu'il existe, 

dans toute transformation S, trois points fondamentaux non 

en ligne droite et dont les ordres de multiplicité #, v, t” 

aient une somme >>». Car la démonstration du théorème 

pour S sera ramenée à sa démonstration pour S, qui est une 

transformation de degré moindre. 

994. Or, soit ax le nombre des points fondamentaux de 

multiplicité Æ; on a, comme nous l’avons vu, les relations 

(5) DE 1) CIRE ETOMEE D Bis 

2 

(6) D Eux = n?— 1, 

dont la combinaison donne la suivante : 

(7) DRE FN --.0! 

D'ailleurs, la somme des muluplicités de deux points fon- 

damentaux quelconques ne peut surpasser 72; autrement, 

les courbes f,, fa, fs coupant en plus de n points la droite 

A — 0 qui les joint, f,, f2, fs contiendraient À en facteur 

commun, contrairement à notre hypothèse. Mais, si 2 >1, 
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onan<3n—3. Doncily a au moins trois points fonda- 

mentaux. ; 

Soient p, p', p” les trois points fondamentaux dont les 

ordres de multiplicité sont :e plus élevés; soient &, v', à ces 

ordres et supposons 152 St. Les équations (6) et (7) pour- 

ront s’écrire, en mettant ces termes en évidence, 

Era nur — je 

2k À y: — BI — 3 —1—{û.— 717", 

les nouvelles sommes étant restreintes aux autres points. 

fondamentaux. | 

On déduit de ces relations 

Rire ii (Sn —3—i--v— 1) 

= 2A(k-L)arS0, 

car À — {est toujours A0: 

Donc » ne peut surpasser la plus grande racine de l’équa- 

tion 
PSE RON ET PE PE 0 MR EU M PE 

laquelle est égale à 

3&" i ETS 
— + de + à Un PE TI dre 
) 

La quantité sous le radical peut s’écrire 

1/4 9 

(+ d' = =) LD LE ENT, NIUE Eee. 
n) 

J\ 9 

Mais 45 752" =1. Elle est donc moindre ue CU ee h 
2 

et l’on a 
À L 

(pet ee +i+l— — <Li+i+i. 
2 

Enfin les trois points p, p', p' ne sont pas en ligne droite; 

car, s'ils étaient sur une même droite À — 0, celle-ci, coupant 

les courbes fi, f:, fs en plus de nr points, fi, f», fa auraient 

le facteur commun A. 
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IV. — Transformations birationnelles d'une courbe. 

995. Posons, comme nous l’avons déjà fait, 

(1) DV fat fat fa 

is 2: fa étant des polynomes homogènes d’un même degré 

en æ, y, & et sans facteur commun. 

Supposons +, y, z assujettis à la relation 

(2) FH, 2) 70" 

L’élimination de x, y, 3 entre les équations précédentes 

donnera une équation 

(3) F'(x', y', 31) =o, 

exprimant la relation qui doit avoir lieu entre les rapports. 

z':y':3" pour qu'il existe un système de valeurs des rap- 

ports æ : y : z pour lequel les équations (1) et (2) soient sa- 

üusfaites simultanément. 

Le plus habituellement, cette solution commune sera 

unique (sauf, peut-être, pour certaines valeurs particulières 

des rapports x':y/:3). On sait, dans ce cas, qu'elle sera 

donnée par des équations de la forme | 

REX: 4, ! 

E=R(e PU RER ENIE 

R, R, étant des fractions rationnelles qu’on peut supposer 

réduites au même dénominateur. 

Chassant les dénominateurs, ces équations pourront se 

mettre sous la forme 

à L L 22 LA] 5 L ! LA 4 

(4) CRE CT AO ONE CO A EE 

fs of; étant des polynomes homogènes et d’un même 

degré ll en x’, y';1z", 
À chaque point x, y, z de la courbe F correspond donc 

un point x’, y', 3! de la courbe F' et réciproquement, les 
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points correspondants étant liés par les deux systèmes de 

relations (1) et (4). 

Ces deux systèmes ne seraient pas équivalents pour des 

valeurs quelconques de x, y, z, æ', y’, z' [à moins que la 

transformation (1) ne fût une transformation de Cremona |; 

mais ils le sont, et cela nous suffit, pour celles de ces valeurs 

qui satisfont aux équations (2) et (3). 

“Nous dirons que les équations (1) et (4) établissent une 

correspondance uniforme, ou birationnelle, entre les 

courbes F et F’. 

996. A un cycle C de F 

EU EAN ORDER REA 

correspondra un cycle C de F’ 

LEE DE LE APN OU LEE 

T°, 1, T, représentant les fonctions 

EN OÙ ES RAS UN 1 PET EM QE ET ENS CES 

débarrassées toutefois, s’il y a lieu, de la puissance de 4 

qu’elles pourraient contenir toutes trois en facteur commun. 

Les points de C/, correspondant uniformément à ceux de C, 

correspondront uniformément, comme ceux-ci, aux valeurs 

du paramètre £. 

Si C est d'ordre r et a pour origine le point (4, Yo, 30); 
on aura 

RES, ral Es L=Y; + bl'+..., ANRT ENT AA 

et, par suite, 

PT Los Ta) = (Los os 30) + (ae x , É ct) + 
OT 

Le cycle C’ aura donc, en général, pour origine le point 

correspondant à (Zo, Yo; 30), et son ordre sera 7. 

Toutefois, cet ordre s’élèvera si 

Fi (So Vos 30), fo Vos So), (Los Vos &o), 
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sans être nuls simultanément, sont proportionnels à 

of of 
a os à 

Si ces trois quantités s’annulent à la fois, auquel cas les 
! équations (1) cessent de définir les rapports x’: y’: 3!, on [ PP 4 ; 

aura à supprimer la puissance de { qui figure en facteur 

commun dans fi(T,, T2, Ts), .... Le cycle C aura pour 

origine un point (T,, V5: 39); Que nous considérons comme 

le correspondant de (75, Yo, 30). 

Enfin, si le point (x5, Yo, 30), Où fi, fo, fs s'annulent, est 

l’origine de plusieurs cycles G, G,, ... de F, ils auront pour 

correspondants des cycles C/, C, 
: ! FU t / / “él , : des points,(rs Vie REC N ME RÉ  ERERRORRES 

(Lo; Vos Zoe) Correspondra à l’un ou à l’autre de ces points, 

., ayant pour origines 

suivant qu'on le considère comme limite de points situés 
a x 

Sur CANON SUrICH ee 

Il peut donc exister sur F des points ayant plusieurs cor- 

respondants sur EF”. Mais ces points devront être multiples 

sur F, et situés sur f,, f2, fa; leur nombre est donc limité. 

Réciproquement, un point multiple de F', situé sur f,, 

ff, aurait plusieurs correspondants sur K 299039 P P : 

997. L'existence d’un élément invariant par toute transfor- 

mation birationnelle peut s'établir comme il suit : 

Les deux courbes F et F’ étant supposées liées par la rela- 

uon (1), posons 

NE VENT gr © file, 735) CA Y, 1). 

3 z J3(æ, 7,3) HQE 1) 

AXE TOR! OX! dY 
AXVAION RON 

FA" 
étant une fonction de X, Ÿ et TK? la somme de ses ordres 

par rapport à £{, pour lous les cycles de F, est nulle. 
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Tr 

dt 

courbe F, est donc égale à la somme correspondante. 

La somme des ordres de la fonction » pour la 
! 

dt D 

pour la courbe F". 

É L'existence de cet invariant étant établie, son expression 

est aisée à trouver. On a, en effet, 

dx dz 
: CRE, 25 10 Pe RAT DST 

73 0 AE 3°? 

Or nous avons vu (380-581) que la somme des ordres du 

> numérateur est égale à Z(7 — 1 + w2) = v+ZE(r — 1); celle 

des ordres du dénominateur sera 2 x. L’invariant cherché sera 

donc 
y+ È(r—1) —2n. 

Posons 

y+ È(r—i1)—on—2p — 0. 

Le nouvel invariant p ainsi défini se nomme le genre de 

la courbe F. C’est un nombre entier, qui ne peut être néga- 

uf s1 Fest indécomposable. 

En effet, toute courbe F pouvant être changée, par des 

transformations quadratiques qui n’altèrent pas le genre, en 

une courbe F’ n’ayant que des cycles simples à tangentes 

séparées, il suffit d'établir la proposition pour cette dernière. 

Dans ce cas, Z(7 — 1) est nul et, 4x désignant le nombre des 

points de multiplicité k, on a 

v—=n(n—1)— Èax;k(k —1) 

el, par suite, 

UE os À TEE. k =" ie (n—1)(n— 2) : ) Da Os E) ) 

nombre évidemment entier et qui n’est pas négatif (568). 

598. Soit F une courbe indécomposable, d'ordre n, n'ayant 

que des cycles simples à tangentes séparées. Si l’on suppose 

le triangle de référence choisi de telle sorte que le som- 
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met æ—z—0o ne soit pas sur la courbe, celle-ci aura une. 

équation de la forme 

F=AYrHA, Yr 1h, HAE —0; 

À étant une constante différente de zéro, et A4, ..., À, des 

polynomes en X, de degrés 1, ..., n respectivement. 

Si nous posons, pour abréger, 

De — d, 
2 

le genre de p de F sera donné (numéro précédent) par la for- 

mule 
ee (na —1)(n—2) nr 

2 

Soit 
LITE NME ARE AD 

une autre courbe d’ordre m: Proposons-nous de déterminer 

ses coefficients de telle sorte que, parmi ses mn points d’in- 

tersection avec F, il y en ait le plus grand nombre possible 

qui occupent des positions choisies d’avance. Voyons d’abord 

de combien d’indéterminées nous pouvons disposer pour 

cela. 

Effectuons la division de f par F; il viendra 

== QF —- R, 

Q et R étant des polynomes entiers, dont le dernier est de 

degré m en X, YŸ, mais de degré n — 1 seulement en Ÿ. Or 

il est clair que les points d’intersection de f avec F sont. 

les mêmes que ceux de R avec F. Nous pouvons donc nous 

borner à considérer parmi les courbes d'ordre mn celles dont: 

l'équation ne contient Ÿ qu'au degré 7 — 1. 

Supposons d’abord m > n — 3. L'équation de la courbe f 
(n—1i)n 

contiendra termes de degré 7 72 — 2, plus » termes 

de chacun des degrés ? — 1, n, ..., m. Le nombre total de 
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ces termes sera donc 

(n—1)n 
(Mm—n+2)n + 

2 
=mn—p—d+Htr, 

et l’on pourra déterminer les rapports des coefficients de 

manière à faire passer f par mn—p — d points fixés d’a- 

vance ; 1l restera donc p + d points d’intersection dont on 
ne pourra disposer. 

Si mzn— 3, le nombre des termes de f sera 

(m+i)(m+o2) RL Re 
2 

Li 

el celui des points d’'intersection dont on ne pourra disposer 

sera 
(m+i)(m+o) 

PI — © + I, 
2 

En paruculier, pour m— nr — 535, ce nombre se réduira à 

a 

999. Les nombres précédents peuvent être diminués si l’on 

fait passer f par les points muluples de F. 

Supposons, en effet, qu’on remplace pour f l'obligation 

LÉCELI : ; 
ES points fixes de F par celle d’avoir un 

point de mulüuplicité £ à un endroit où F a elle-même un 

point de multiplicité Æ. Le nombre de conditions sera le 

même; mais le nombre des points d’intersection dont la po- 

, mais ck. Le ré- 
(+1) 

2 
sition est fixée par là ne sera plus 

sultat le plus avantageux s’obtiendra donc en donnant à z la 

valeur X — 1, qui donne à 14 — EEE) sa valeur maximum 

K(K—1) EE pars 

Si donc m est assez grand pour que le nombre des coeffi- 

cients dont on dispose permette de donner à f un point mul- 
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tiple d'ordre À —1 partout où F a un point multiple d'ordre 4 

(auquel cas nous dirons que f est une courbe adjotnte de F), 

le nombre des points d’interseclion dont on ne peut disposer 
AE AE ua k(k =: A me 

sera diminué de la quantité Reset — d. Il se réduira 

donc : 

1° à P si Mm>—n—3; 

2 à p—1 si m—=n—3. 

600. La condition d’être adjointe donnant d relations li- 

néaires et homogènes entre les coefficients de f, 1l existera 

toujours des adjointes si m> n—3. Il en existera égale- 

ment pour mm = n — 3, sip => 0 (d'où n = 2). Le nombre 

des coefficients qui restent arbitraires dans ladjointe la plus 

générale de degré m (ou, ce qui revient au même, le nombre 

des adjointes linéairement distinctes de degré m) sera donné 

par les formules suivantes : 

1° Sim > n—5, 

(nn —1)n 

9 < 

u=(m—n£o)n + — d 

=(Mm—n<+2)n +p+ x. 

SSL == JU, 

RS EEE ARS 
2 

Le nombre ue ainsi calculé devrait être augmenté si les d 

équations linéaires auxquelles doivent satisfaire les adjointes 

n'étaient pas distinctes. Il nous faut donc démontrer que ce 

cas ne peut se présenter. 

601. Nous nous appuierons, à cet effet, sur le lemme sui- 

vant, Cas particulier d’un théorème célèbre d’Abel, que nous 

démontrerons dans le Calcul intégral. 
Soito(X, Y, ci, C2, ...) — o une courbe algébrique quel-. 

conque contenant dans son équation des paramètres c,, 

C2, ... et coupant la courbe F(X, Y)—o aux points” 
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Vu), a, CX;, Yi), 2. Si-nous.changeons @i,:c3;:2-1 

en C++ dCi, Co + des, ..., nous obtiendrons une autre 

courbe infiniment voisine, coupant F aux points 

CR UN EEN AT. | Ce 

dX;, dY;, ... étant donnés par les formules 

0F 0F 
Xe 2% + EN 

La SE 99 X; XECE Ÿ, dY;+ — de AC. 0: 

Cela posé, soit f(X, Ÿ) une quelconque des adjointes de 
degré n — 3 de la courbe F; on aura 

RAC TE 
TS FX, Vi) 
SSL TE 

AN LEO: 

602. Cette proposition étant admise, supposons que pour 

un certain degré m5 n — 3 le nombre des coefficients indé- 

terminés qui restent dans l’adjointe soit > 1. En assujettis- 

sant l’adjointe à passer par 1 —1 points a; = (X,, Yi), ..., 

dur = (Xy13 Yy_1) choisis à volonté sur F, elle contiendra 

encore plus d’un coefficient indéterminé ; on aura donc tout 

un faisceau d’adjointes passant par ces points. Soit C l’une 

d’elles ; elle coupera encore F en y autres points 

GE (Xy Yu), BCE Œu+v—13 

le nombre y étant < 1; car nous avons vu qu'il est égal à p, 
SM>N—È,àP—ISIM—Nn—)S. 

Cela posé, par les u — 1 points @,,1,..., Gusv_1, On peut 

Rfiie passer un faisceau d’adjointes, ayant pour équation gé- 

_ nérale 

C1®i + CaPa +: —O, 

* et CG sera l’une des courbes de ce faisceau. On aura donc 

pour des valeurs convenables assignées aux paramètres €. 

C= cp cod... 
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Changeons ci, C2, -.. en C, + dci, C2 + dc», ...; on aura 

une autre courbe C’, coupant F, comme CG, aux points mul- 

uples et aux points fixes @yy1, ..., Auyy_1 et, en outre, en 
des points j 

ai (Xi+ dX;, Vi dYi), ..., a (X, FaXÿ Ye dY); 

Or on sait qu'il existe au moins p adjointes linéairement 

distinctes f\, ..., fr, de degré n — 3. Appliquant à y d'entre 

elles le théorème d’Abel, on aura y équations 

TV 

Ja CA de) X;, Yi) nt At : DR OF (XV) EX 0 CREATOR IN 

21 
a AVES Ê 

u 

Ces équations, en nombre égal à celui des quantités dX; ] ? 5 ; 

ne pourraient être satisfaites qu'en supposant que les dX; 

sont tous nuls ou que le déterminant des coefficients est 

nul. 

603. La première hypothèse doit être écartée. En effet, 
les courbes C et C coupant F aux mêmes points, 1l en serait 

de même de la courbe 

(5) C'= dc;p, + de;p;:+...—0, 

quels que soient les rapports de dc,, des, .... En les déter- 

minant convenablement, on pourrait faire passer cette courbe 

par un nouveau point de F. Les courbes C” et F auraient 

ainsi plus de points communs que n’en comporte leur degré, 

et devraient avoir une partie commune ; et comme F est in- 

décomposable, on devrait avoir 

C'— F, 

Y étant un polynome entier. Ce résultat est absurde, C! 

étant de degré moindre que F par rapport à la variable Y. 

604. La seconde hypothèse ne peut être vérifiée en géné- 
ral, mais seulement pour certaines positions particulières des 



COURBES PLANES ALGÉBRIQUES. Gri 

points &,,..., &,, qu'on sera libre d'éviter, puisqu'ils font 

partie de la suite des points &,, ..., a,_, qu’on peut choisir 

arbitrairement sur F. Tout d’abord, si ces points sont pris à 

distance finie, y } restera fini. Le déterminant qui doit s’an- 

nuler deviendra, après la suppression des dénominateurs 

JF(X:, Ÿ,) 
5Y > --. qui figurent en facteur commun, 

1 

AO CDR AT TO 0 
Er Es PRIE O: 

fi(X ss Yi) JiCXs, Ys) 

Cette expression développée peut se mettre sous la forme 

M, fi(X3, Y:) 25 M; f>(X:, Y:) +... oO, 

M,, M:, ... étant indépendants de X,, \,. Pour que cette 

équation ait leu pour une position arbitraire du point 

(X,, Y,) sur F, 1l faudra que son premier membre soit di-. 

visible par F(X,, Ÿ,), et, comme 1l est de degré moindre. 

que F, 1l devra être identiquement nul. D'ailleurs les fonc-. 

tions fi, f>, ... sont linéairement distinctes; donc il faut:que | 

les mineurs M,, M, ... soient tous nuls. | 

D'ailleurs, l’un quelconque de ces mineurs, tel que M,, 

peut être mis sous la forme 

N: fa(Xo, NAN ENT ENS LC Ye 

et ne pourra s’annuler, pour toute position du point (X;, Ye 

sur F, que si les mineurs du second ordre N;,..., N, sont 

nuls. Continuant ainsi, on voit que le déterminant ne peut 

s’annuler pour toutes les positions possibles de(X,, Y,), .…, 

(X,_,, Yy_,) que si le point (X,, Y,) est commun à F er à 

toutes les adjointes fi, ..., f,. 

605. Nous aurons en particulier, pour m—n—2, 

p+n—1 adjointes linéarrement distinctes, rencontrant 

chacune F en 2p + n — 2 points, outre les points multiples. 
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Celles de ces adjointes qui passent par p + n — 3 points 

fixes a; —(X,, Y,}),..., &h;n_: formeront, en général, un 

faisceau à deux coefficients. 

Chacune des courbes de ce faisceau coupera F aux points 

Gi, -.., Apyn-s et en p +1 autres points. Si r > 3, ces der- 
niers points seront toujours différents pour deux courbes 

différentes du faisceau s1 les points fixes @,, ..., Gpin_3 

(dont le nombre est au moins égal à p +1) n’ont pas des 
positions particulières. 

Supposons, en effet, que l’un des p +1 derniers points 

d’intersection fût nécessairement le même pour deux des 

courbes du faisceau et, par suite, pour toutes les autres. 

Soient GC une courbe particulière du faisceau; &,, ..., Gopsn-0 

ses points de rencontre avec F. La courbe GC appartient au 

faisceau des adjointes d'ordre nr — 2 qui passent par les 

p +n—3 points fixes Gp42, :.., Gopin_2. S1 Ce dernier 

faisceau n’a que deux coefficients, toutes ses courbes devront, 

après notre othèse, avoir encore sur F un point com- d’ap tre hypothèse, F un point 

mun, qui sera nécessairement l’un des points @;, ..., Gpy1, 

par exemple &,,,.S1, au contraire, le faisceau a plus de deux 

coefficients, on peut déterminer l’un d’eux en fonction des 

autres de telle sorte que la courbe correspondante passe 

par &p41. Il restera encore au moins deux coefficients indé- 

terminés. Nous obtenons donc, dans tous les cas, un faisceau 

de courbes adjointes passant toutes par les points &py1, ..., 
A2 p4n_2 et dont la courbe C fera partie. 

Appliquons à ce faisceau le théorème d’Abel : en prenant PE: P 
successivement les p adjointes f,, ..., f, d'ordre n — 3, 

on aura les p équations 

= 

Ja(X5 Y;) RQ ets ds 6 
| FCI = (CRÉES Re 0 à 

11 Ve 

qui né peuvent subsister que si les ZX; sont tous nuls, ou si 

le déterminant de leurs coefficients est nul. Mais on a vu . 

que la première hypothèse est inadmissible, et que la seconde . 

# 

{ 

FRE bi ae 4 AS «Lx Xe de re 
LC Dr pe 

EF Tr + 
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ne peut être vérifiée que pour des positions particulières des 

points a... ay. 

606. Cela posé, considérons les adjointes d'ordre nr — », 
qui passent par D + 2 — 4 points fixes &i ..., Gpyn_s pris 

arbitrairement sur F. Elles forment un faisceau à trois coef- 
© 

ficients 

Soit 4 — (6, ) un autre point pris arbitrairement sur F, 

el posons 

(6) x! 
RE | pité, 1) 
—— ; 

o3(E; fn) 

= 

-6 | Le 1 NN M NS S|S ed "7" 

. 

Eliminant £, n entre cette équation et 

(9) RCE + 0; 

nous obtiendrons entre £/, 1! une équation 

(8) HE em = 6, 

liée à F par la transformation (6). Cette transformation sera, 

en général, birationnelle. En effet, si à un point (£/, r/) de 
F' correspondaient, en vertu des équations (6) et (7), deux 

points défotEfn) etoar—(é;;m1); on aurait 

pr Pie n) _Pa(éw om) 

| DCE n) …. pa(Es Ni) 

1 — pa (6, n) 5. D»(Ër) dr à 

D3(E, n) O3(Ë1, M1) 

de sorte que les deux adjointes d'ordre nr — », 

NE 
D3 

qui passent par les p + n — 3 points &;, ..., Apyn_3, 4; Pas- 

seraient encore par un autre point &, de F, ce qui, comme 

nous l'avons vu, ne peut avoir lieu pour des positions arbi- 

traires des points &@,,..., @. 
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607. La courbe transformée sera donc du même genre 

que F. Cherchons à déterminer son degré n'. 

Posons, pour rétablir l’homogénéité, 

à TL VY T 

ces 1 <> = —) n= À) 
4) 2 29 

TN . re "FE, 2) =@( 7,5) sn (5 2) =ute, rs), M 

La courbe F aura pour équation ® — 0, et la transforma- 

uon (6) pourra s’écrire 

Alfs PL OT ET Q . 
DALNIMES 2 da: de: de, 

1 
V,, Vs, V3 étant des polynomes d’ordre 7 — 2; enfin la trans- 

formée aura une équation de la forme 

(PR TNT 

Le degré cherché est le nombre d’intersections de la 

courbe ®/ avec la droite arbitraire 

Aix +hy' +3 —o. 

À chacun de ces points correspond sur F un point (r, y, 3) 

satisfaisant aux deux relations 

(9) Mdi+ + 330, D — o. 

Ces deux équations simultanées, de degrés ? — 2 et n res- 

pectivement, définissent n (7 — 2) points, dont chacun cor- 

respondra réciproquement à un point commun à 

lxz'+hy +33 —o, D'— 0, 

pourvu que d,, d, Ÿ, ne s’annulent pas à la fois. 

On voit donc que n/ est égal au nombre des intersections 

des deux courbes (9) qui sont variables avec À,, À2, À3. Ge 

nombre est p + 2. Nous pouvons donc énoncer ce théorème : 

Toute courbe de genre p >0 peut être changée par 

une transformation birationnelle en une courbe de méme 

genre, et de degré p + 2. 

NT RSTE DAS DE 
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608. Il nous reste à étudier les courbes de genre zéro, 
dites courbes unicursales. 

Soient F —o une semblable courbe; +,, ©, deux de ses 

adjointes, d’un même degré m et coupant F, la première 

aux points @i, ..., Ay_2, &, la seconde aux points a,, ..., 

&y-2, $. Elles n'auront pas d’autres points de rencontre 
avec F, puisque p est nul. 

Considérons les adjointes du faisceau 

C1Di + Cod HEÆNE} 

Chacune d'elles coupera-F aux points &,, ..., a, ,,eten 

un autre point (6,n) variable avec le rapport = Lt. Pour 
2 

obtenir £, on éliminera n entre les équations F— 0, 

C4 1 + C9: — 0, et l’on supprimera, dans l'équation finale, 

les facteurs correspondants aux racines fixes ; 1l restera une 

équation du premier degré, d’où lon déduira £—R(#), 

R désignant une fraction rationnelle. On trouvera de même 

n=R,(t),R, étant également rationnel. | 

L’équation F — 0 sera donc équivalente au système des 

deux suivantes : | 

—R(é),, n=R,(6). 

À chaque point (£,n) de F correspondra, en général, une 

valeur unique de 4. Car si deux adjointes différentes 

C1 D1 + Cao, C Di + Cv passent par le point (6,n), &, et 
2» y passeront aussi; (é,n) sera donc un des points com- 

muns à ©1, 2, F, c'est-à-dire un point muluple, ou l’un des 

points @i...., Aus 

Pour obtenir la valeur de £ correspondante à l’un de ces 

points particuliers À, on supposera que le point (Ë,n), 

d’abord différent de ce point, s’en rapproche indéfiniment, 

et l’on cherchera la valeur limite vers laquelle tend #. Ge 

sera celle que nous ferons correspondre au point À. 

SI ce point est multiple d'ordre £, on pourra supposer 

successivement le point (6, n) placé sur chacune des Æ bran- 
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ches de F qui se croisent en À ; on obtiendra ainsi # valeurs 

de t correspondantes à ce point. 

609. Considérons réciproquement une courbe F définie 

par les équations 

éR(E), n—R;(e), 

R et R, désignant des fractions rationnelles. Réduisant ces 

fractions au même dénominateur, on pourra les mettre sous 

la forme 

R MRUIGEE Dee 
Oo CE Gr 7 

©1, Pa, ©s Étant trois polynomes sans facteur commun. 

Cherchons combien de valeurs du paramètre £ correspon- 

dent, en général, à un même point de la courbe. Soit £, l’une 

d'elles; les valeurs cherchées seront les solutions communes 

aux deux équations 

(10) R(8)=R (4), R,(8) = Ri(&), 

ou 

REC OEe o1(8) p3(4) Fr o3(0) Pi(t) = 0, 

SRE NOR ee ER EN en 

Les deux polynomes P et P, sont divisibles par 0 —- 4, ; 

mais ils peuvent avoir d’autres diviseurs communs. Soit en 

général D (6, 4,) leur plus grand commun diviseur; on aura 

PUCES D CPR ONE 
PAG) D. (6: t1) Q, (6, Li 

Les deux équations Q — 0, Q, — 0 ne pourront avoir de 

racine commune que pour des valeurs particulières de 4,. 

Les solutions communes aux deux équations (11) se rédui- 

ront donc (lorsque {, reste indéterminé) aux racines de 

l'équation 
100 to )e0; 

Ces racines sont généralement distinctes, car une racine 

ta sud Rs des 
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double devrait satisfaire non seulement aux équations (10), 

mais à leurs dérivées 

00) 0 RO 0: 

équations algébriques qui n’admettent qu'un nombre limité 

de valeurs de 4; etles valeurs correspondantes de £,, déduites 

_des équations (10), seraient également en nombre limité. 

Soit donc 

D(0,4)—=A(4)OM+HA,(E)OMm +... +HA,(t); 

les équations (10) admettront, en général, mn racines com- 

munes distinctes £,, ..., {», solutions de l’équation 

D (6, LES O 

Si l’on permute les deux variables 0 et £,, les deux poly- 

nomes P et P, changent simplement de signe; leur plus 

grand commun diviseur D doit donc se reproduire à une 

constante près; 1l est donc du degré m en {,. L’un au moins 

des polynomes À, À,,..., par exemple A, sera de degré m, 

les autres étant de degré Zm. En particulier, À sera de degré 

inférieur à m; car, s’il en était autrement, D ne pourrait 

s’annuler identiquement pour 0 = #,, ainsi que cela doit être; 

car D (£,,4,) contiendrait un terme en {?”, qui ne pourrait 

se réduire avec les autres. < 

D'autre part, t; désignant l’une quelconque des racines part, sis q 4 
Cys » . «4 Un) On aura 

RCE RCE), EUR EU: 

Les équations 

RSR ES RGO PR Ur) 

seront donc équivalentes aux équations (10). L’équation 

D (9, t;), qui fournit les racines communes à ces équations, 

sera donc équivalente à D (4, #,) — 0. On aura, par suite, 

Au (bi) RL Au. ( li) 
es mens © 

À (ti) 2 A(t) 
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Si donc nous posons 

—_r7 Rule 
À (D) t ) 

à chaque valeur de ce nouveau paramètre 4 correspondront 

m valeurs de 4 et précisément celles qui correspondent elles- 

mêmes à un même point (&,n) de la courbe F; et £, ñ étant 
des fonctions algébriques de w, qui n’ont qu’une seule valeur 

pour chaque valeur de w, seront rationnels en w. 

On voit ainsi que, si les coordonnées d’un point d’une 

courbe sont exprimables en fonction rationnelle d’un para- 

mètre, on pourra toujours, en Changeant au besoin le para- 

mètre, faire en sorte qu’à chaque point de la courbe corres- 

ponde une seule valeur du paramètre. 

610. Supposons cette condition réalisée, avec le para- 

mètre {, pour une courbe définie par les équations 

BR (HAN AR TUE, 

nous allons établir que cette courbe est unicursale. 

Les fonctions R(#), R, (#) peuvent être supposées réduites 

au même dénominateur. Passant aux coordonnées homo- 
LTENE y ; 

gènes, en posant $—-—; n ——; les équations de la courbe 

pourront s’écrire * 

T,, T3, T3 étant des polynomes en 4. 

Par une transformation birationnelle 

gp 11 fi(2,7,3): fat, 75): fs), 

nous pouvons changer la courbe F en une autre FF’ de même 

genre p, n'ayant que des cycles d’ordre 1. Les équations de 

cette nouvelle courbe seront de la forme 

DEPUIS ES 0: CRTOS 

9,, 0, 9, étant de nouveaux polynomes en 4. 
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A chaque point (2’,3,:') correspondra d’ailleurs, en gé- 

néral, un seul point (x,y,z), et par suite une seule valeur 

de é. | 

Soit s le plus grand des degrés des polynomes 6,, 62, 63; 

on pourra écrire 

Oo, =as+aits t+..., 

0, = bt + bit +... 

OC RICE CT, 

l’un au moins des trois coefficients «a, b, © étant Zo. 

! : ER i 1 
D'ailleurs, si 4 croît indéfiniment, on aura, en posant { — ne 

æ'iy'iz'iatalt +... b+bit+...c+eat +... 

Ces équations définissent un cycle de F', qui doit être 

d'ordre 1, par hypothèse; donc l’un au moins des trois dé- 

terminants ab, — a; b, bc; — b,c, ca; —c;a sera Zo. 

Le degré x de la courbe F’ est le nombre de ses intersec- 

tions avec une droite arbitraire 

DRE MO VE Ve 0 

Les £ correspondants sont les racines de l’équation de degré s 

aO, + 60, + 70: =— , 

et à chacune d'elles correspond un point distinct de F”. Donc 

on | 

Cherchons d’autre part la classe y de FF. 

Une droite 
UT +YY+Wz—=O 

sera tangente à F' au point # si l’on à 

uO, + v0, + w0; =, 

u®', + v®, + «0, — o. 

Elle passera, en outre, par un point donné arbitrairement 

a, 6, y, si l'on a 
ua + PB + wy—o. 
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Eliminant w, v, w entre ces trois équations, On aura, pour 

déterminer les points de F° dont la tangente passe par &, f, y, 

l'équation 

a(8,8;,—8,0,)+ 6(0,9, —8,0;) + 7(8,8,— 0,0!) —o. 

Or 
0,0, —0,9,——(bc— bic) 2+..., 

0,9, —0,9,—— (ca —ca)Ps2+..., 

:0,0,— 0,0, =— (ab, —a;b) 524 

L’équation en £ est donc de degré 25 — 2, etv = 25 — 2. 

Cela posé, F’ n’ayant que des cycles d'ordre 1, son genre p 

sera défini par la relation | 

2P—I2=V—IN IS 2 — 2858 ——02: 

Donc p — 0, et les courbes F’, F seront unicursales. 

FIN DU TOME PREMIER. 
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